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INTRODUCCION

La primera edicién del presente libro, denominado Introduccion al dlgebra
lineal, esta dirigida a estudiantes del primer y segundo nivel de las carreras del
Sistema Universitario Nacional, en particular de los estudiantes de la Espoch. Los
usuarios encontraran fortalezas en cada uno de los capitulos que se presentan.

Ellibro pretende que los alumnos vean al dlgebra lineal como una asignatura
primordial, y que aprecien su tremenda utilidad. Al mismo tiempo, quiere ayu-
darles a dominar los conceptos y técnicas basicas del algebra lineal que necesita-
ran en otros cursos, tanto en matematicas como en otras disciplinas.

También aspira a que aprecien la interacciéon de las matematicas tedricas,
aplicadas y numeéricas que impregna la asignatura. Este libro esta disefiado con
aplicaciones a diferentes areas del conocimiento con programas de facil ejecucion
en ingenieria, fisica, quimica, ciencias de la computacion y educacion.

La preocupacion por el aprendizaje centrado en el estudiante que toma la
asignatura Algebra Lineal no existe como un mejor estilo de aprendizaje tnico.
En cualquier grupo, habra algunos estudiantes que trabajen bien de manera inde-
pendiente y otros que trabajen mejor en grupos; algunos que prefieran el apren-
dizaje basado en conferencias y otros que prosperen en un escenario de talleres,
realizando exploraciones; algunos que gocen con las manipulaciones algebraicas,
algunos que sean fanaticos del calculo numeérico (con y sin computadora) y algu-
nos que muestren fuerte intuiciéon geométrica.

Este libro es compatible con las recomendaciones del Lineal Algebra Curricu-
lum Study Grup: desde un punto de vista pedagogico, para la mayoria de los estu-
diantes, los ejemplos concretos deben anteceder a la abstraccién. No se presentan
teoremas mas de lo necesario, pues el libro trata de ser una herramienta til para
los semestres posteriores. En las asignaturas de Calculo de Una Variable y Célculo
de Dos Variables, trataran algtn capitulo de este libro.
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En el libro Introduccion al dlgebra lineal, también existen aplicaciones en el
mundo real, y un tema de interés historico, si no practico. Se espera que los pro-
fesores y los estudiantes disfruten del interaprendizaje a partir de este libro, y que
tengan diversion a lo largo del camino para cumplir sus objetivos planteados.

ESTRUCTURA

El libro esta formado por cinco capitulos, los cuales tienen un orden espe-
cifico. Cada capitulo se liga con los conocimientos de los capitulos anteriores, es
decir existe una secuencia, tanto en la teoria como en la practica, cada capitulo
tiene ejercicios resueltos y por resolver.

Se tiene aplicaciones en cada capitulo, para que el lector comprenda el pro-
cedimiento y posteriormente resuelva, asi como el programa el DERIVE 6.0 en
algunos capitulos, de facil utilizacién y que permite reducir pasos y tiempo al
profesor y al estudiante con sus aplicaciones correspondientes.

Al finalizar el curso, el estudiante sera capaz de aplicar el proceso de aplica-
ciones en las ciencias informaticas, tomando en consideracion sus efectos sobre
las diferentes disciplinas del saber que se encuentran vinculadas y que tienen su
influencia en diversos niveles de la técnica en el desarrollo humano cuyo propé-
sito es contribuir al desarrollo de la ciencia y tecnologia para el bienestar de la
sociedad.

El primer capitulo estudia las matrices y los determinantes. En él se tratan las
matrices cuadradas, las mismas que son fundamentales para los temas posterio-
res, asi como las operaciones con matrices y sus propiedades. Para los determi-
nantes, se tendra presente su definicidn, el orden de los determinantes para poder
resolverlos a partir de la definicion, la matriz de cofactores, sus propiedades y las
aplicaciones utilizando el programa DERIVE 6.0, tanto para las matrices como
para los determinantes.

El segundo capitulo estudia la inversa de una matriz y los sistemas de ecua-
ciones, tomando en cuenta que, para la matriz inversa, deben conocer bien
las matrices. Existen dos métodos posibles para encontrar la inversa de una
matriz conocidos como la inversa aplicando la técnica de GAUSS - JORDAN, y
COFACTORES.
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En los sistemas de ecuaciones, se establecen cuatro métodos para resolver,
conocidos como la técnica aplicanda GAUSS-JORDAN, REDUCIDO de GAUSS,
COFACTORES y CRAMER, indicando que, para cualquier método, el resultado
tiene que ser el mismo, asi como su comprobacién.

El tercer capitulo trata de los vectores en Rn y los espacios vectoriales. Se
inicia con definicién de vector, representacion en R, R2, R3 en forma grafica; las
operaciones se realizan en el espacio Rn, sus propiedades tanto de la suma de
vectores como del producto punto.

Se estudian los vectores perpendiculares, distancia y norma de un vector,
igualdad de vectores, triple producto vectorial, para consolidar tratando los espa-
cios y subespacios vectoriales, con ejemplos resueltos y por resolver.

El cuarto capitulo estudia la definiciéon de combinacion lineal, conociendo
el conjunto de vectores, para establecer la dependencia e independencia lineal
de vectores. Se estudia también base, dimensidn, rango de una matriz. No se de-
muestran propiedades complicadas. Se tienen aplicaciones y ejemplos resueltos
en areas correspondientes.

El quinto y ultimo capitulo empieza definiendo trabajo de fuerza constante,
transformacion lineal, ciertos teoremas basicos necesarios, como la utilizacion de
propiedades elementales para resolver ejemplos y las aplicaciones con la repre-
sentacion matricial, para terminar conociendo valores y vectores propios.

10



Juan Mario Vargas Guambo

CAPITULO 1
1. MATRICES Y DETERMINANTES

1.1. INTRODUCCION A LAS MATRICES

Concepto general. Una matriz se considera un arreglo u ordenamiento rec-
tangular de elementos formado por renglones (filas) y columnas, de un cuerpo K
(para nuestro caso K=R), es decir, en la forma:

an an an . . . aij . . . Alm
a1 a22 a3 . . . A . . . Am
A=
ail aip ai3 Qjj Aim
anl an2 an3 . . . Ay . . . A
3mxn
Esdecir:Va; €K, Vi, Vj,i=12,3,...,n;j=12,3..., m. K=cuerpo

Cada «aj» recibe el nombre de componente de una matriz.

Cada linea horizontal
de componentes es una
fila. Cada linea vertical
es una columna.

Los subindices indican
la posicion de cada
componente. El prime-
ro «n» a la fila a que
pertenece y el segundo
«m» a la columna.

A una matriz de «n»
filas y «m» columnas
la llamaremos matriz
de orden «n por m» y
su notacion es «nxm» o
dimension de la matriz.

Nota. A las matrices de les designa con letras mayusculas, A, B, C, ..., etc.

1
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Ejemplo 1

Matriz 3x3

A=

1 1 0
25—1]

-3 6 7

Donde el primer elemento a;;=1; hasta el ultimo elemento as;=7

1.2. MATRICES CUADRADAS

Si una matriz tiene el mismo nimero de filas que de columnas se dice que es
una matriz cuadrada de orden segtin el numero de filas y columnas que tenga, es
decir m=n.

Existen algunos tipos de matrices cuadradas:

 Matriz triangular superior
Matriz triangular inferior

 Matriz diagonal
« Matriz simétrica
Forma de representa a una matriz cuadrada

o Es matriz triangular superior (M.T.S): si a; = 0; si y solo si i>j
o Es matriz triangular inferior (M. T.I): si aj = 0; si y solo si i<j
Es matriz diagonal (M.D): si a; = 0; si y solo si i#j

« Es matriz simétrica (MS): siy solo si a; = a;;

1.2.1. Matriz triangular superior

Es la matriz cuadrada que tiene todos sus elementos que se encuentran por
debajo de la diagonal principal nulos, es decir a; =0, Vi > j.

an ap a3 a4
ax as a4
MT.S=
0 aszs a3
0 0 Aqq

4x4
12
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1.2.2. Matriz triangular inferior

Es la matriz cuadrada que tiene todos sus elementos que se encuentran por
encima de la diagonal principal nulos, es decir a; =0, Vi <.

ai 0 0 0
M.T.1= wooe 000
a3; ap  as 0

a4 a4 aq3 aaqs
4x4

1.2.3. Matriz diagonal y matriz simétrica

Matriz diagonal. Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos que
no pertenecen a la diagonal principal son nulos, es decir a; = 0, V i#j.

[ an 0 0 0 |
0 ap O 0
MD= 0 as; 0
0 0 0 0
0 0 0 am mxn

Matriz simétrica. Es toda matriz tal que A = At, es decir a; = a;. ; donde At
representa la matriz transpuesta de A.

Ejemplo 2
a ap a3 a
1 a a3 a4
A=
asi asz as3 as4
aq a4 43 aqq
4x4
an a az] a4
ap a a3 ag
M.S.=
a3 a3 as3 ag3
a4 a4 az4 Aaq
4x4

13
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Ejemplo 3
Dada la siguiente matriz; encuentre la matriz triangular superior, inferior y
diagonal
3 2 1
A=(-1 2 3
2 1 -1
Solucidn:

Se tiene que:
3 2 11hA
A=]-1 2 3|f
2 1 -1g
Tomamos la fila 1 como pivote y realizamos la ecuacion en la cual el primer

numero de la fila 1 columna 1 —en este caso, 3— se resta de 1, debido a que esa es
la fila, quedandonos la ecuacion de 3x - 1 = 0 y asi sucesivamente.

Pivot

Operacion indicada

3X-1=0; F2 — 1/3F14F2 F3 —»-2{3F1+F3
X=1/3 12/31/3 2 43 23
3X+42=0 -1 2 3 2 1 -1
X=-2/3 0 8/310/3 0 -1/3 -5/3

Asi se tienen las nuevas filasde f, y f;

o Ahora tomamos a f, como pivote de la matriz resultante y se tiene:

8X/3 -1/3=0 F3 —> -1/8 F24F3

X=1/8 0 1/3 10/24
0 -1/3 -5/3
0 0 -5/4

14
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o La matriz resultante nos quedaria de la siguiente forma:

i

o Asicomprobamos que el determinante de la matriz debe ser igual a la mul-
tiplicacion de la diagonal principal. El determinante de la matriz es:

JA [=-6412-1-4802= -10

o De igual forma se realiza para la matriz triangular inferior.

5 3 fi 2 0 fi
M.T.I=[5 5 O]fz - M.T.I=[5 5 O]szivote
-1 -1

2 1 f3 2 1 fs
—-x+3=0; =23+ 1 - fz+h
x=3 6 3 -3 2 1 -1
1 2 3 32 1
—x+1=0; 5 5 0 5 3 0
x=1

o Ahora tomamos a f, pivote se tiene:

5X +3=0 F1—> -3/5 F24F1

X=-3/5 3 -3 0
5 3 0
2 0 0

15
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« Por ultimo, encontramos la matriz diagonal. Para ello partimos de la
M.TI, y realizamos el mismo procedimiento, como si nos pidiera encon-

trar la M.T.S.
pvote [2. 0 0 |F1 2, 0 0 F1
MT.I=| 5 0 |F2__,MD= a\\o F2 PIVOTE
2 1 - 3 0 1 -1 ]r
2X +5=0; F2— -5/2 F14F2 F1 — -F14F3
X=-5/2 5 0 0 2 0 0
2X+2=0 5 5 0 2 1 4
X=-1 05 0 0 1 1
o Ahora tomamos a F, pivote se tiene
5X +1=0 F3— -1/5F24F3
X=-1/5 0o -1 0
0 1 -1
0 0 -1
2 0 01fA
M.D=|0 5 0|f
0 0 —-1f

Nota. En la matriz triangular superior, inferior y diagonal, al multiplicar los
elementos de la diagonal principal, el resultado debe ser igual al determinante de la
matriz que se encontro, para indicar que sus matrices encontradas son las correctas.

Segunda forma con nimeros enteros

En esta parte, se indica que, para encontrar la matriz triangular superior, se
deben tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

La matriz que se indica:

3 2 114
A=|-1 2 3|f
2 1 —-1Ugf

16
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+ Seindica que primero se debe realizar la operacion de los nimeros 3 que
se encuentran en la f; con el numero 1 que esta en la f;; es decir, 3 multipli-
caaf, y 1 multiplica a fi.

« La segunda operacion que se encuentra con el nimero 3 que se encuen-
tran en la f;, con el nimero 2 que estd en f; , es decir 3 multiplica a f; y -2
multiplica a fi.

o Por dltimo, se realiza la operacién con la f,, entre el nimero 8 que se en-
cuentra en la nueva f; con el nimero 1 que estd en la nueva f.

3 2 1712 32 21N
M.T.S=[0 8 10] £3) ;M.T.S=[0 8 10]f2(1)
0 -1 =5l 3)(8) 0 0 =301 £

f,— fi+3f f;—» 2f1+3f3
3 21 -6 4 2
-3 6 9 6 3 -3
0 8 10 0 -1 -5

Ahora tomamos a £, pivote. Se tiene:

f; »—HH8f3
0 8 10
0 -8 -40
0 0 =30

Para comprobar, multiplicamos la diagonal principal, pero bajando a dividir
el nimero 3 a la fila 2 y fila 3, asi como el numero 8 solo a la fila 3. Se tiene la si-
guiente operacion:

3x(8/3) (-30/3x8) =-10

De esta manera, se comprueba con la segunda forma que se puede encontrar
la solucion de una matriz triangular superior.

Para el caso de una matriz triangular inferior, se realiza el mismo procedi-
miento, tomando en cuenta que se parte de la fila 3 de la matriz propuesta.

17
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Se concluye que la matriz triangular superior, inferior y diagonal de la prime-
ra forma se apoy? en el determinante de la matriz para hallar su forma correcta
de solucion.

En la segunda forma también se determiné que las matrices se descomponen,
tomando en cuenta las operaciones que se realizaron. Para no tener problema en
lo posterior.

Recomendaciones:

» Se recomienda realizar las operaciones indicadas, puesto que, al equivo-
carse en alguna operacion, no se lograra encontrar la solucidn correcta.

o De la misma manera, se sugiere realizar el ejemplo en la forma en que se
entendié mejor.

Transpuesta de una matriz y matriz identidad
Matriz transpuesta

Se denomina matriz transpuesta ya que se obtiene el intercambio de filas por
columnas. Es decir:

Matriz original Matriz transpuesta
a;1 Q2 Qg3 G113 Q21 Q31
A=|ay1 a,, ay Al=|Gy; Gyp A3
az1 a3z A3z 13 (23 033

Nota. Toda matriz simétrica siempre es transpuesta, pero no toda matriz
transpuesta es simétrica.

Matriz identidad

Una matriz es identidad si es matriz cuadrada, donde los elementos de la dia-
gonal principal son iguales a 1, y los demas elementos son 0.

La siguiente relacion representa a la matriz identidad:

1Li=j

Im"“:e“:{o,i;tj

18
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Dada la siguiente matriz, encuentre su matriz identidad aplicando la relacion
indicada

escriba 1sii=j
escriba 0,sii+j

1 0 0
I=10 1 0

0 01

11 Q12 Gg3
A= sa41 = 1;puestoquei=j

= |01 Q22 azz];sediceque{
az1 Qa3 dAszz

Nota. Una matriz identidad es una matriz diagonal, pero no todas las ma-
trices diagonales son matrices identidad. La distincién clave es que una matriz
identidad es un caso particular de matriz diagonal en el que todos los elementos
en la diagonal principal son 1, y todos los demads elementos son 0.

Ejemplo 4

Dada la siguiente matriz:

Encuentre la relaciéon indicada:
[*A=A

Se debe realizar una simple multiplicaciéon de matrices para que cumpla la

relacion indicada
1 0 0 1 2 3
= [0 1 0] A= [4- 5 6]
0 0 1 7 8 9
Aplicando la férmula:Ix*A=A

1 0 O0]Jf1t 2 311 2 3
[0 1 0] [4- 5 6]=[4 5 6]

0 0 11L7 8 9117 8 9

Al multiplicar la primera filade I = (1 00)
1
4
7

Con la primera columna de A=

19
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Vamos a obtener el resultado del primer numero ubicado en la fila 1 columna

-~ B
coON
Oo W

Es decir:

(1*1) + (0*4) + (0*7)=

1+0+0=1

Lo mismo se aplica en todas las filas y columnas.

Nota: la multiplicacién de matrices se explicara mas adelante cuando se trate
de operaciones entre matrices, que no tiene dificultad alguna.

Vector renglon y columna

Vector renglén Vector columna

Es el que esta formado por una
sola columna y m renglones

Es el que esta formado por un solo 11
renglén y n columnas c21
€31

R= [1"11 Tnrs... T1n] Ixn

cm1 mx1

1.3. OPERACIONES CON MATRICES:
ADICION, SUSTRACCION Y MULTIPLICACION

Si A, B, C € M, se puede realizar las siguientes operaciones como la suma,
diferencia y multiplicacién de matrices.

20
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Suma de matrices

—au Gy @y + v Gy o am— :I i] :” . f:l) :h
Oy Gp Gy * * * y ot Gy i g - 4 "
y . .
- B=
A a, &, @, 4 Oy b [ b" b ) blr bl"
R e _bnl b, b, n é‘m_ P

Es decir: A+B; A-B; A-B.

Para la suma, se tiene que, si A = (aj)mm ¥ B = (bj))mxm son dos matrices
del mismo orden, entonces se define la suma A + B como la matriz de orden mxn,
C = (¢;)mxn tal que:

Cij = aj + bij

Ejemplo 5

Dadas las siguientes matrices, encuentre la suma de A + B

1 2 4 -3 0 4
A= | 3 4 - B -3 3 -
2 -4 3 2 2 1

Solucién: se suman los elementos correspondientes de cada matriz de la si-
guiente forma.

-3 240 4+4 -2 2 8
AtB= 3 -3 443 -5-5;AtB=| 0 7 -10
2+2 —-4+2 3+1 4 =2 4
Ejemplo 6
-2 2 8 0 0 O 2 2 8
A=| 0 7 —-10{+B=|{0 0 O [;A+B=(0 7 -10
4 -2 4 0 00 4 -2 4

Nota. La suma de toda matriz con una matriz nula da como resultado la mis-

ma matriz.
21
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Diferencia de matrices
La diferencia de las matrices A y B, de orden mxn, se define como la matriz
D = A + (- B). es decir, D = (djj)mx tal que:
d = a;; - by
Ejemplo 7

Dadas las siguientes matrices, encuentre su diferencia.

(16 2 4 -3 7 4
A= |-3 0 -5 BY -3 2 5
|7 -4 3 0 21

Entonces A + (- B):

16 — (—3) 2-7 4-4
-3-(-3) 0-2 -5-5

L 7 — 0 -4 -2 3-1
19 -5 0
o o -2 -10
La solucidn es: A - B= 7 —6 2

Producto de un escalar por una matriz

Dado el numero real k # 0 y la matriz Amxn, el producto k A es otra matriz

del mismo orden, que resulta de multiplicar cada elemento de A por k.

( ‘
@ Gy @) ka,  kay,.... kay,
Gy Gy @y, ka, ka,,.... ka,,
kA=K, Gy Oy &, N kay  kay,.... kay,
Qpy Gy oy | \ka,, ka,, ...ka,, ”

Producto de matrices

Sea A = [aij]mw y B = [bij]nxr matrices. El producto AB se define como la

matriz C = [¢j]mx donde la componente de la fila i y la columna j es:

Cij= ail b1j + ap+ sz + -« + ain bnj, para i= 1,2,3,...,1’1’1,Yj=1,2,3,. .1
22
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Este producto solo esta definido cuando el nimero de columnas de la matriz
A es igual a numero de filas de la matriz B

day  dyp  dp ™
dn 9 9p D (. . o
I 5 " 1 ‘u L
by | b by . o Oy LR PR - i
: : : 1 r
by | b by by, L
TR
3 . g Bin &
i
. " .
|20 | B by b
_C'I. a2 : Cnr_
1wt Tmz Ima Lo

Cj es la suma de los productos de los elementos de la fila i de A por los ele-
mentos de la columna j de B respectivamente.

En simbolos, hay otra forma de representar a la multiplicacién de matrices:
n
Cij = Z Qg by j
k=1

O también se indica AB=C=Xg_; @i by;

Ejemplo 8

Dadas las siguientes matrices A y B respectivamente, hallar su multiplicacién
-3 7
A= [132 Ig —OGJ Bss=-3 2 5
0 2 1

Solucioén: aplicando la definicion de producto de matrices, se tiene que verifi-
car que la columna de la primera matriz debe ser igual a la fila de la segunda ma-
triz para realizar la operacion, es decir Ays. Bs = Cau. Para el caso, se multiplica
la primera fila por la primera columna sus elementos correspondientes de la si-
guiente manera

Ass. Bics =Cog = PEDFEDED 400 3D+ (D240 3(4) + (=25 +0(1)
23 B33 T3 T19(=3) +10(=3) + (—6)0  12(7) + 10(2) + (=6)2  12(4) + 10(5) + (—=6)1

_ _[-9+6+0 21-44+0 12-10+0|_[3 17 ZJ _
A2‘3'B3"3_C2"3_E36—30—0 84 +20—12 48+50—6]_|;66 92 oy ~AB
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Nota. La multiplicacion de matrices se puede también representar aplicando

sumatorias de la siguiente manera

Sean la matrices A, B donde A

di1 Qg2 Ain byy
Am1 Am2 Amn bn1
mxn

Se puede representar a través de
guiente manera:

n

Z a1xbia

k=1

n
Z Amicbi
=1

n

k=1

Donde Cui= X}—; @1xbr1 = aibu+ apbyi+ +++ + ainbui, es decir parak=1,2, ...
Igual para Ci2- Xi—q Q1xbrz = @bt apbat «++ + ambn, es decir parak=1,2, ...

Hasta Cmn- Np—1 @micbrn = ambip+ ambap+ ++++ ampbyp €s decir para k=1, 2...

Ejemplo 9
Dada las siguientes matrices
3 21
A=|2 4 1|;B=|-2 4
-2 3 2

-3 3

Encontrar:

a.- 2B - 1/3A +4C

b.- A-B; B-A

c-A- (B-C)=(A-B)-C

Bixp=Cmyp: con sus respectivas dimensiones

b12

b

n2

by Ci1 C12 Cin
bnp Cmi1 Cm2 Cmn
nxp mxn

sumatorias la matriz C resultante de la si-

Z A1xbrz

1 2

n

Z A1xbn

k=1

o L. :
Z Amichio z Amicbin
k=1 k=1

Solucioén de a: se multiplica los escalares para cada matriz y luego se suman

sus respectivas matrices.
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\S]

2B =

(o) o oo

1
2B—-A+4C =

12 -8 4
-4 -1
— —|; 4C= [—8 16 4-]

> 0 12 8
3
-14 29
3 3
-38 68 14
3 3
-16 34

Solucioén de b: se multiplica las matrices A-B luego B-A. tomado en cuenta la
definiciéon de multiplicacién de matrices. Luego se multiplica la fila de la primera
matriz por la primera, segunda y tercera columna de la segunda matriz; poste-
riormente, se multiplica la segunda fila de la primera matriz por la primera, se-
gunda y tercera columna de la segunda matriz; por ultimo, se multiplica la tercera
fila de la primera matriz por la primera, segunda y tercera columna de la segunda

matriz.

3 2
A=]2 4

-2 3

Si A- B= D, entonces:

l.B= -2 4

3 —4 17 12
%;A.B: —9 23 l(i
5 —14 14 >

di=3(1) 42(-2) +1(-3) = -4; dai=2(1) +4(-2) +1(-3) = -9: da1= -2(1) +3(-2) +2(-3) = -14

di=3(2) +2(4) +1(3) = 17; d=2(2) +4(4) +1(3) = 23; ds2=-2(2) +3(4)+2(3) = 14

dis=3(3) +2(1/2) +1(2) =12; d23=-2(3) +4(1/2) +1(2) =10; d33=-2(3) +3(1/2) +2(2) =-1/2

De la misma forma encontramos la multiplicaciéon de B-A. Se tiene:

1 2
-2 4
-3 3

B =

NP W

N

]; B. A=

1 19 9
1 Z 3

-7 12 4

Nota. En la multiplicacién de matrices, no se cumple de manera general la
propiedad conmutativa del producto, es decir que A-B = B-A
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Solucién de c. Encontramos primero la multiplicacién de B-C de la siguiente

manera.
1 2 i s g 1 -1 }rg 9
B=|-2 4 Z|;¢c=|-2 4 1|;B.c=|-14 =
2 0 3 2 2
-3 3 2 —15 24 4

Luego multiplicamos la matriz A. (B-C); de la siguiente manera:

s 9 1 -1 15 9 —46 112 37

43 -
A=|2 14 1];3.(:: —14 - 3[;A.(B.C) = 73 ié‘g 3
-2 3 2 15 24 4 -70 =5 -1

Ahora tenemos que realizar la operaciéon de multiplicar (A-B), C, para lo cual
multiplicamos primero la matriz A-B

3 2 1 1 2 3 -4 17 12
1 -
A=I2 4 1].B= 2 4 shap=["0 B 1
-2 3 2 3 3 2 —-14 14 -
Luego (A-B)-C:
-4 17 12 3 2 1 —46 112 37
-9 23 10 y —73 140 34
-14 14 — 0 3 2 -70 — -1
2 2
Por lo tanto, se cumple que
-46 112 37 —-46 112 37
—-73 140 34 —-73 140 34
-70 BB -1 -70 - -1

1.4. POTENCIA DE UNA MATRIZ

En élgebra lineal, la potencia de una matriz es el resultado de multiplicar la
matriz por si misma un numero determinado de veces. La matriz debe ser cua-
drada para poder elevarla a una potencia.
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Calculo de potencias de matrices. El calculo de potencias de matrices se
puede realizar de forma manual o utilizando un software matematico.

Método manual. El método manual para calcular potencias de matrices con-
siste en multiplicar la matriz por si misma tantas veces como sea necesario. Por
ejemplo, la potencia de la matriz A, a la segunda se calcula como sigue:

A’=A-A
La potencia de la matriz A, a la tercera se calcula como sigue:
A’=A-A-A
Y asi sucesivamente:

A" = fﬂj

n—factores

=[5 dla=[5 dl=n=s 2]

Propiedades de las potencias de matrices

Las potencias de matrices tienen algunas propiedades interesantes, entre las
que se incluyen:

« La potencia de la matriz identidad es la matriz identidad para cualquier
exponente.

« Lapotencia de una matriz invertible es invertible para cualquier exponen-
te distinto de cero.

o El determinante de la potencia de una matriz es igual al determinante de
la matriz elevado al exponente.

Ejemplos de potencias de matrices
A continuacién, se muestran algunos ejemplos de potencias de matrices:

La potencia de la matriz identidad de orden 2 a la segunda es la matriz iden-
tidad de orden 2:

. 1 0 1 0 1 0
-2_ _ = - 2_
a-I?=I1I1 esdecirsil [0 1].1— 0 1],entoncesl = 0 1]
R=1*I
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« La potencia de la matriz de orden 2 es la matriz siguiente:

b-a=[g ila=l3 dba =[5 pla=ls ala=lg el

« Lapotencia de la matriz siguiente a la negativa es la matriz inversa:

-3 2
S

Matriz periddica, matriz nilpotente, polinomio de matrices
Matriz periddica

En dlgebra lineal, una matriz cuadrada A se llama periddica si existe un na-
mero natural p tal que AP = A. El nimero p se llama periodo de A.

Por ejemplo, la matriz siguiente es periddica de periodo 2:

a=[5 1]
a=an=[g 4] 11=lo 1]

Matriz nilpotente

En dlgebra lineal, una matriz cuadrada A se llama nilpotente si existe un na-
mero natural p tal que AP = 0. Es decir, la matriz nula

Por ejemplo, la matriz siguiente es nilpotente de periodo 2:

e[y ol

p-p.8=[; ][z Z4l=[o ol
Polinomio de matrices
En dlgebra lineal, un polinomio de matrices es una expresién de la forma
pA)=a l+aiA+a, A+ .. +a, A"

donde A es una matriz cuadrada y los coeficientes ao, ai, a,, ..., a, son nimeros

reales o complejos.
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El polinomio de matrices p(A) se puede evaluar multiplicando A por si mis-
ma un nimero determinado de veces, segtn los coeficientes del polinomio. Por
ejemplo, si p(A) = A? + 2A + 3, entonces

p(A)=A>+2A+3=A-A+2A+3=(A+3)(A+1)
Ejemplo 10
Dada la siguiente matriz

3 -2 1
A=[—2 4 1]

0o 3 2

Encuentre el siguiente polinomio de matrices
A*+3A-1

Solucién: debemos encontrar primero la matriz A” de la siguiente manera:

3 -2 1 3 -2 1 13 -11 3
A=]|-2 4 1|.A=|-2 4 1|;A? =|-14 23 4
0 3 2 0 3 2 -6 18 7
9 -6 3 1 0 0
3A=|-6 12 3|;-1.I=/0 1 0]; por tanto:
0 9 6 0 0 1
(21 —17 6
A2+3A-1=|-20 34 7
-6 27 12

Aplicaciones de las matrices periddicas, nilpotente y de polinomios de
matrices

Las matrices periddicas, nilpotente y los polinomios de matrices tienen una
gran variedad de aplicaciones, entre las que se incluyen:

o El estudio de sistemas dinamicos. Las matrices periddicas se utilizan
para modelar sistemas dinamicos periodicos, como los osciladores.

o La resolucion de ecuaciones diferenciales. Las matrices nilpotentes se
utilizan para resolver ecuaciones diferenciales lineales.

o La criptografia. Los polinomios de matrices se utilizan en criptografia
para generar claves criptograficas.
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1.5. PROPIEDADES DE LA SUMA, MULTIPLICACION Y
TRANSPUESTA DE MATRICES

Propiedades de la suma de matrices

Sean las matrices A, B, C € Muu(R), las siguientes propiedades son siempre
verdaderas:

i.- A+B=B+A ; propiedad conmutativa
ii.- A+(B+C)=A+(B+C);propiedada asociativa respecto a la suma
iii.- A+0=A; propiedad del neutro aditivo
iv.- A+(-A)=A; propiedad del inverso aditivo
Demostracion de la propiedad i).

Representaremos primero las matrices de la siguiente manera

i1 Gz Qi bi1 bz 0 by
A= : i |B= : i |; ahora sumamos las matrices
Ami Amz *** Amn bml bmz bmn
mxn mxn
ajibi1 + aizbiz -+ ainbing
A+B= : :
amlbml + a’mzbmz e+ amnbmn

Puesto que la propiedad que se va a demostrar es conmutativa, se puede con-
mutar sus elementos de las matrices de la siguiente manera:

bi1a11 + bipa1z  + bipQipy
: , asi se tiene las matrices:
bniami + bmaamz -+ + bpnQmn
by by, -+ bip 11 Q2 - Qi
B = : K P+ A= : ' i |; quees B+ A4; llgqd.
bml me bmn Am1 Amz " Omn

Nota. Las demas propiedades se dejan al lector que demuestre, puesto que se
sigue el mismo procedimiento anterior.
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Propiedades de la multiplicacion de matrices

Sean A, B, Cy D matrices de tamano tales que las operaciones indicadas estan
bien definidas y « un niimero real. Entonces

1. A(BC) = (AB)C Propiedad asiciativa respecto al producto de matrices

2. A(B+D) = AB + AD Distributiva del producto de matrices con respecto a la
suma de matrices por la izquierda.

3. (B+D)C = BC + DC Distributiva del producto de matrices con respecto a la
suma de matrices por la derecha.

4. a(AB) = A(aB)

Las cuatro propiedades son siempre verdad, y las tres primeras propiedades
se pueden demostrar aplicando sumatorias de la siguiente manera:

DEMOSTRACION:

1. Sean A=[a;]mwm, B=[bij]nx y C=[Cjj]rxp, matrices AB es una matriz de orden
m x 1, BC es una matriz de orden n x p, (AB)C es una matriz de orden m x
p Y A(BC) es una matriz de orden m x p, sean E=AB, F=BC, G=(AB)Cy H
= A(BC); debemos probar que G = H, es decir que g; = h parai=1, ..., m,
j=1,...,p, por la definiciéon de multiplicacion.

r

n
«9U=z €k Crj ¥ € Z e;j Cjx, entonces se tiene:

k=1
T n T n
:Z Za” b]k ij = z Zaijbjkckj ,ya que
k=1 \j=1 k=1 \j=1
n n
Crj Z aijbj = Z aijbj ¢y (*)
j=1 j=1

Aplicando la definicién de multiplicacién a H = AF obtenemos

h—ij = Z Aix fkj

k=1
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Y, como F = BC, entonces se tiene que

r n r n r
fij = Z byjci; ; entonces hy; = Z Qi (Z by Cij)] = Z (Z iy by Cij)
i=1

i=1 k=1 k=1 \i=1

Y como los indices son ficticios, podemos escribir:

hij i (ZT: Qyx b Cij) (%)

k=1 \i=1

Asi, comparando (*) y (**), se prueba la propiedad G = H, es decir que
gi=hyparai=1,...,m,j=1, ..., p, es decir A(BC) =(AB)C llqqd.

2. Sean A=[aj]nm Y B=[by]myp Y D=[dj]nxp; la componente kj de B+D es byj+dy
y la componente ij de A(B+D)es Xie1au (bij +dij )= Zi=1 @i by +
Yk=1ay dij; la componente ij de AB mas la componente de ij de AD y esto
prueba.

A(B+D) =AB+AD

Las demostraciones de las propiedades 3 y 4 se las deja al lector.

1.6. APLICACIONES CON EL PROGRAMA DERIVE 6.0

Derive es un software o un programa de matematicas, el mismo que procesa
variables, expresiones, ecuaciones, funciones, vectores y matrices al igual que una
calculadora cientifica.

Esta herramienta permite realizar calculos numéricos y simbdlicos, con él-
gebra, trigonometria y analisis ademas de representaciones graficas en dos y en
tres dimensiones. Lo pueden utilizar tanto estudiantes de los primeros niveles de
Universidad como profesores debido a que es de facil uso y sus comandos no son
dificiles de ejecutar.

Es la herramienta ideal para apoyar el aprendizaje y la ensefianza de las ma-
tematicas. De hecho, es facil comprobar que muchos temas pueden tratarse mas
eficientemente; es decir, permite realizar calculos sencillos y optimiza el tiempo.
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Para nuestro caso se utilizara para desarrollar ejemplos de matrices, polinomio
de matrices, encontrar el determinante de una matriz de cualquier orden. De igual
forma, se encontrard la inversa de una matriz, y también la resolucion de sistemas
de ecuaciones con m incégnitas y n variables, aplicando técnicas conocidas.

Ejemplos:
Partiremos de presentar el programa Derive 6.0 de la siguiente manera:

Para representar las matrices, primero ingresamos al programa Derive 6.0, el

mismo que se puede descargar en el siguiente link https://derive.uptodown.com/
window.

En la figura correspondiente en la parte superior, se tienen algunos coman-
dos sencillos, como archivo, editar, insertar, introducir, encuentra también en el
comando introducir las matrices para resolver: Aparece la figura de esta forma.

Figura 1.1. Ingreso al Derive 6.0

D Dot JAlpa 8 %
[ ocbivn Eiftar mester Introduciy Serpficer Rescheer Cilonle Opciones Yentana Apuda L& '

D@ | 4B BT el | =m P @ o DT+ 5| |

Pusse Fi par obbeer fyuds
|v=2=xzx% |
(10 51 el 8] ] 2] o] ¢ | o 2] o] o] ] ol n] o] o 2] ] 8] ] 8] o] |
IR T E e E | I

# - B @ % D0 a ko EER

R e E AT e R EE T |
B Y N A L

Fuente: Derive 6.0
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Figura 1.2. Representacion de una matriz

T8 e 6 - lgebas 2) - m %
”gwm Eftar [medar Irtioducy Smuiifcar Resshr Cileuln Opsiones Yenlans fyseds 18] u_!
W-uéuquimwmp=fa»malanAM|
{introcsccion de ens mano 353 x
1 2 3

HE iz Jlx ]

2|12 | L ]

3|2 I|E] |E] ]

IIl Siglboy Comnsdal |

x|
”ﬁ.ﬁi.ﬂﬂ;lﬂn]ﬂd.dﬂ.d:lﬁﬂﬂﬂJJJ:J.&l:d_l |||J_EUJ3JJ..J_'U ERECEET N
AlB)1] 2l 2 L] 1] 7| 2] ¥] v] o] 1 ¥ ) 111 2} |

Nl oE Y EEB

Ao 2] o) 2l ) sl o) el ) 2

Fuente: Derive 6.0

Figura 1.3. Operacién con matrices

Iiuum Wb Gerglomaticesdbl — - 8 X

[l vcivn Editee Inoertar Introdcic Semgifican Resober Cilule Cpdons tistra Ayt = ﬂllil
DGUS[SReX B0 =% 8% ndf 30458

1
#:  SVER -2 4 —
2

431 1
246
#h: 481
5 6 4
3
1
W o -— 241
3
=2 31

aiailaa ] .

PNueva=Sinp(Neeva) Do |

llv=g%¢x [l

(1 ] 1 =] ] 8 o] o] A ] {1 o ] ] ] x| ] ] x| 4] o] ‘ UAE A4 = A AN ol T el w2 2] ) ]
0 T 1 T T 2 e T U] 21 2 2] o o] o h ol ol ] 2 41 )

s BN YT HEID

Fuente: Derive 6.0
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Figura 1.4. Multiplicacién de un escalar por una matriz

[0 Derive - [Bigebra 1 Eiemela matrices.dhw] - 8 x
[ i Bt et ot it sater Caleks Gpcanes Yertana A ;lilL'
DEHS[sBeX[HOmE=s an|nal 2T[|+4[@]
321 #
1
o o-—] 241
3
-2 3 2
3121
1
#h SOLVE|-—| 2 4 1
3
-2 112
P TR |
7 e S
33
: o4 1
#9: — o — - —
103 3
]
A .
3 3
121
#0: 4 -2 41
[ T 3
[ [ 3 -2 IH
1 snivel4l 2 4 v

Parvazsimp(Nerva) Do [

[ »=2% &% [AAED

(1] B0 o] 51 ] ] ] B0 ] ol 20 o | 1 o] ] ] ] o] ] ] ] o] ] “ R REEEET RN T E R
11 ) 8] {2 £z o] x] ] ] = o ] 21 ) o ) ) | S W

B@® G20 a3k OEEDRB

Fuente: Derive 6.0

Figura 1.5. Multiplicacion de matrices

(2] Chere - [Algmben ¥ el s e b - a %
B retivs G Imettr Irtioiociy Simpificar Resolves Glkculo Gpciones. Yentand. Ayuda ETF |
DEWE | s a@x (B = ahfwa f su|vi|e]
T s Il -
1D
#11 Sﬂl\‘f[!- 2 4 ]“
032
12 -5 4
#12 l-& 16 “
018
2 1 14 Fal
1 1
3 3 303
2486 1” 81
H 4 1 ¥ i 1
213 48 1] -—-— -— |+ B W] -— — —
3 3 3 3 3 3
4 6 4 n 17 B
2 1% 3
S g — . Hi —
1 3 3 3
v
[ueva .
| »=2= %% [fman:
|[-;r]!lrISIfIiInUI-I*IllrlvllloltlpI“ITIHIohi#IDI HiI[ﬂ-I“Iﬁth"I—I\H'|=Iﬂ1'|-|3lIFFI<IxI
11 21 #| ] ] e[ 2f o] ] ) ) W] =] o] ] o] =] 7] ] o [ ] 0] BT O e R R T

QG590 Ak Y E

Fuente: Derive 6.0
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Figura 1.6. Multiplicacién de matrices

] Deive - [Algebra 1 Eimpls matrices ]
gm“ Edior et |eteoduci; Smpifcar Resover CHcule Opciones Yentane fyuda - L‘
[PEES|iRx|BRmkH|=xras|ua fon|+4[)

1'% 1 -4 IFr 1z
3121
1 -5 13w
115 24|20 ==
2 1
232 MW - —
332 2
13 3 119
121
1 n
#16: 2 4 —|+] 241 )= 1 — 13
? ¥
231
11 2 -1 o4

Al multiplicar Tas watrices #1.82 y Tueoo Tas patrices #2.81 Jos valores no son los misres, entosces la propiedad conrutativa es mltiplicacion de satrices no se
cump le

<

Jv=5¢=¢x [0

(o 81 5 ] 2 ] 8] ] Al ] | 1 o n] ol 1] ] ¢] ] ] ] (| A2 2 d AN o =l e o] <] 2 2] 2

A 2 ] A 9 8 =T of ] ] ] ] 9] |FVENFEEEE N E RN EEEE|
@ P B @G DM LOEHEHRNDE

Fuente: Derive 6.0

Es decir: las dos matrices son distintas

4 7 2 1 45 8
9 23 10 27
1 — 3
1 2
A4 14 = —
- 7 2

4
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Figura 1.7. Aplicacion propiedad de matrices

[ Desive 6 - lgebia 1 Ejempks matics df]

e
]Emmimm'msmummmmmmw = EL'
[DEE&|taX|HOmiE|=sFRn|ns f ZT|+4[0

[s 2a 4] B
-1 15 8
4
#20: 41 - — 3
2
113112
P ]
-1 5 9
]
#1500 < — 3
2312
BT
46 1w ¥
oW M
02
T —
2
La expresion #22, nos wndica la operacion de #1.(52#3) |
b |
Pube F* poca cbbener fypuda
|v=x2%cx [
(| 8] ) ) o] ] o] el ) ] o] €] of ]l ] | ] x] ] ] [ R R R R M Y LR
U AL 812 €] 2| [ 1] [ o] ] =] of ] | 2| 7 | of x ¥ o] |EDENEREBERE :r' el il < 010 0l o

BOSs000aBEY EEBIRN

Fuente: Derive 6.0

Figura 1.8. Demostracion propiedad de matrices

D] v - [Algebes | Bemplo matnces dha]

- A ¥
[ Apchive fitar [msestar Inboducy Serplficar Ressher CHedly Gpeiones Yeskana Ayyds 2 a|i'
DeES[solx H0mk|= Q%= [ 2T[+4|0
.
4 7 R
4 1w
#15
1
14 14 - —
2
4 17 1
321
S S 1]
6 -2 41
1
-4 14 - — p 32
-4 w12
121
-4 11 1
#17;  SOLVE =2 41
1
-14 14 — B 32
2
-4 112 17
ETET T |
#8
165
i 1
2
v
Forn T
[v=2=2%[@58
(| 8] 2. ] 8] ] 2] ] ] 2 o] 1] e o o o ] o] SR BN Rl e A |
[ AL r] o] ) 2f ] of £ ¥] A ] 1] =] o ] P 2| 7 ] ] ] ] ] - | o | 11 8] =]

TR

Fuente: Derive 6.0 37
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1.7. DEFINICION DE DETERMINANTE

En su definicion formal (como funcion multilineal alternada), el determi-
nante es una funcidn especifica que se asocia con una matriz cuadrada. La no-
tacién comun para el determinante de una matriz A se denota como det(A) o
|A|. Ademds, sabemos que existen diferentes reglas y métodos para calcular los
determinantes

Se indica también que el determinante es el valor que se obtiene luego aplicar
algun método o técnica siempre y cuando las matrices sean cuadradas.

Determinante de una matriz (1x1), (2x2) y (3x3)
Reglas para cada dimension:
1. Dimension 1x1

Sila dimension de la matriz es 1x1, solo tiene un elemento y su determinante
es dicho elemento, es decir:

A= (a)

Al = a
Ejemplo:
Sea A = (-5), sudet(A) = -5
2. Dimension 2x2

La matriz cuadrada de dimension 2x2 tiene la forma:

A= [a11 a1z]

azy Ay

Regla: calculamos el determinante, multiplicando los elementos de su diago-
nal principal, manteniendo el signo; luego se multiplican los elementos de la dia-
gonal secundaria cambiando de signo.
a1 Q12

Az1 Gy
-+

= Q41-033 —Qq3-03q
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Ejemplo: Dada la siguiente matriz, encuentre su determinante
A= [; 130]
Solucion. Aplicando la definicion, se tiene.
det(A) = 1%10 - 3%3=10-9 =1
3. Dimension 3x3
La matriz cuadrada de dimensidn 3x3, tiene la forma
11 Q12 A3
A= [aZI az; a23]
az; QGzz d4sz

Regla. Para hallar la solucién se tiene que representar la matriz de inicio, au-
mentado dos columnas a la derecha de la matriz de la siguiente forma:

-

Se multiplican los elementos de las diagonales principales con flecha hacia
abajo (azul), manteniendo, luego multiplicamos los elementos de las diagonales
secundarias cambiando de signo: ai g, dss + a1z a2 as1 + A3 Az Az — Az A Az —
an dzs asy — diz dz) Az3

Ejemplo 11
Dada la siguiente matriz, encuentre su determinante:

1 2 3
4 -1 0

4 3 =2

A=

Solucion: aplicando la regla correspondiente se tiene.

3

det(A)= =1(-1) (-2) +2(0)4 + 3(4)(3) -3 (-1) (4) - 1(0

(3)-2(4) (-2) =

- - - 4+ o+ 4+

2+0+36+12-0+16=66
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1.8. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

Desarrollo de un determinante por cofactores
Menores y cofactores:

En esta seccion, se calcularan determinantes haciendo uso de dos conceptos,
el de menor de un determinante y el de matriz por cofactores de un elemento.

Matriz de cofactores
Se llama matriz de cofactores si cumple las siguientes consideraciones:
1. La matriz debe ser cuadrada.

2. Sus elementos se encuentran rayando o tachando filas y columnas corres-
pondientes.

3. Lasiguiente relacion permite encontrar sus elementos.
A= (~1) ™ (menor o submatriz)

Se llama menor al elemento a; de un determinante Dy, al determinante Mj
orden (n-1) x (n-1) que se obtiene al eliminar el reglén i y la columna j.

Ejemplo 12
Dada la siguiente matriz de dimension 2x2, encuentre la matriz de cofactores:
o3
A=[3 1o

Solucioén: para encontrar la matriz por cofactores, partimos de representar
primero una matriz A,.; luego, AS, los elementos de la matriz de cofactores que se
van a encontrar:

A:[an alz]_ C:[Can Ca1z]
a1 Azl a1 Cax;

Al aplicar su definicidn, se procede a encontrar sus elementos de A con la
relacion, A= (-1)" (menor o submatriz); de la siguiente manera

o can=(-1)"'(10) = 10, para este valor se anula la fila 1 columna 1, y su valor
es 10
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o cap=(-1)"?*(3) = -3; para este valor se anula la fila 1 columna 2, y su valor
es -3

o cay=(-1)*""(3) = -3; para este valor se anula la fila 2 columna 1, y su valor
es -3

o cap=(-1)**(1) = 1; y el ultimo valor se anula la fila 2 columna 2, y su valor
es 1; por lo tanto, la matriz encontrada es:

=[5 7]

Nota 1. Si queremos encontrar su determinate a partir de su matriz de cofac-
tores, hallamos el determinante de la matriz inicial, y este coincide con el deter-
minante de la matriz de cofactores:

Asi, det(A) =10 - 9 =1 y det(A%)= 1; ademas, se puede encontrar sus elemen-
tos multiplicando filas y columnas correspondientes de la matriz A y de la matriz
Acasi: (1)(10)+ 3(-3)0 10-9 =1

Nota 2. Esos determinantes tienen el mismo valor, siempre y cuando la matriz
tenga dimension 2x2.

Caso - Dimension 3x3
Ejemplo 13. Dada la siguiente matriz Ass, encuentre su matriz de A,

1 2 3

A=16 5 4

7 8 9
Solucidn:
Ahora se tiene que encontrar nueve elementos de la matriz de cofactores, es

decir:

A€ |CAy1 CAyp  Cdpz

cazq Cdaz, Cdaszz

ca;; capp ca13]
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Por tanto:

141 [ 4] _ _ — 1. _N142 [0 4] _ _ — 9.
can (- [0 9]_+(4-5 32) = 13; car, (1™ | 9]_ (54 — 28) = —26;
_ 1+36 5 _ — . _ 2+12 3__ — = —(—
cass (- [0 8]+(48 35) = 13; cap (-1)** g 9]_ (19 — 24) = —(—6)

:6;
_ay2+21 3 _ - 19. 243 [l 2] g - —(—
cazn(-1*?|; 9]+(9 21) = = 12; cazs(-1)*7 | 8]_ (8 — 14) = —(—6)
=6;
_ay3+1[2 3 _ . _ay3e2 (1 31 - —(—
cazy(-1)**! 2 4]+(8 15) = = 7; caz(—1)**2 | 4]_ (4 —18) = —(—14)
=14
casy (-1 [; Y+ -12=-7

Al final los elementos de la matriz de cofactores son:
13 -26 13
A€ = [ 6 -—-12 6 ]
-7 14 -7

Nota. Sinos pidieran encontrar el determinante de la matriz por cofactores se

tiene que multiplicar los valores de filas y columnas correspondientes de la matriz
inicial y de la de cofactores.

(1)(13) +2(-26) +(3)(13) =13-52+39=0;
(6)(6) + (5) (-12) + (4)(6) = 36 —60 +24 = 0:

(7) (=7) + (8)(14) + (9) (-7) = -49 + 112 -63 = 0; por lo tanto, se demuestra
que el determinante por cofactores es igual a cero; y los elementos de la matriz de
cofactores son los correctos

Reduccion por cofactores

Otra forma de encontrar el determinante de una matriz es aplicando el redu-
cido por cofactores, es decir se puede también trabajar con cualquier fila o colum-
na para encontrar el determinante de una matriz que se va a expandir.

Ejemplo:

Dada la siguiente matriz, encuentre su determinante aplicando el reducido
por cofactores.
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A=

1 2 3
6 5 4]
7 8 9

Solucidn: se toma como pivote cualquier fila o columna y se siguen los pasos

anteriores.

Empecemos con la fila 1 como pivote; se tiene:

1(-1)t+t [g 4] =1(45-32) =13+ 2(-1)1+2[g ;‘] = —2(54 — 28) = —2(26) = —52

0 U1 O

3(-1)1+3[g | = 3(48 - 35) = 3(13) = 39; entonces se tiene 13 — 52 +39 = 0

det(A)=0, por tanto, se calcula de forma mads facil su determinante.

1.9. PROPIEDAD DE LOS DETERMINANTES

Las siguientes propiedades son verdaderas, siempre y cuando la matriz sea
cuadrada.

Propiedad 1: si una matriz A, cualquiera, tiene una fila (o una columna) de
ceros, el determinante de A es cero.

Ejemplo:
o 0 0
A=y ay ay

a3 Q3 dy
Sea desarrollando por cofactores del primer renglon, se tiene:

Ay Qg3 az; daz3 az1 azz
detd = (0) |a_32 a33| - (0) |a31 a33| + (0) |a3l a32| =0

Propiedad 2: el determinante de una matriz A es igual al determinante de la
transpuesta de A.

detA = detAt
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Ejemplo

Dada la siguiente matriz, verifique que A cumple con la propiedad 2.
A=l 2] dea =) - B@ = -1

La transpuesta de A es:

=[; ilider =) - @@ = -1

At
Por tanto, cumple la propiedad

Propiedad 3: si en una matriz se intercambian dos renglones (o dos colum-
nas) de una matriz A, entonces el determinante cambia de signo.

Ejemplo:

Sea la matriz A.

Encontramos su determinante aplicando reduccion de cofactores; por lo tan-
to, mantenemos la columna 1 como pivote de la siguiente manera:

det A =0 [‘21 §]+4[§ ‘72] ~0 [_31 ‘32]=0+(-4)[(3)(7) — (2)(-2)] + 0=
4(25)=-100
Verificar la propiedad: definimos la matriz B que se regenera al intercambiar

los renglones 1y 2, de A:

B=f0o 3 -2

o 2 7

4 -1 3]

dgecB =4[ o[t 3+o[F Zl@emm-@c2i+o+

0=4(25)=100

Asi, cample la propiedad 3 donde el det (A) es igual al det(-A)

Propiedad 4: si una matriz A tiene dos renglones (o dos columnas) iguales o
es multiplo de cualquier fila o columna, entonces det A = 0.
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Ejemplo

A=

1 -2 0
3 5 7

1 -2 0

Mantenemos como pivote la columna 3 de la siguiente manera:

deta=03 _52]7[} 2ot Froreninen - 2 + o1+
0=0
Cumple la propiedad 4.

Propiedad 5: si, en una matriz, un solo renglén (o columna) de A se multi-
plica por un escalar r cualquiera, el determinante de la matriz resultante es r veces
el determinante de A, r det(A).

Ejemplo:
0o 3 -2
A=|4 -1 3 |;detA= —100
o 2 7

Multiplicando el tercer renglén de A por el escalar r = 3 se tiene la matriz B.

0 3 -2
B=14 -1 3
0 6 21

Cuyo determinante, desarrollado por cofactores de la primera columna de B es:

3 -2

det B = (4
o= )‘6 21

‘= (-H[BD - (6)(-2)] = (—4)(75) = -300 = 3det 4

Propiedad 6: si un renglén de la matriz A=(a;) se multiplica por un escalar
ry se suma a otro renglén de A, es decir (raii+ az;; rap+ ax; ras+ azs), el det(A)
= det(B)

Ejemplo:
0 3 -2
A=|4 -1 3
o 2 7
det A=-100
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Multiplicando la segunda columna de A por el escalar 2 y sumandola a la
columna 3, se obtiene la matriz B siguiente:

0 3 ((3-2] [0 3 4
B=|4 -1 QC-D+3|=|4 -1 1
0 2 @@+7] [0 2 1

Tomando como pivote la columna 1, se tiene:

3 4
detB= ()| I= D[N - @)4)] = (~4)(25) = ~100 = det A

Propiedad 7: si A y B son matrices de nxn, el determinante producto AB es
igual al producto de los determinantes de A y de B.

Esto quiere decir: det(AB) = det A * det B

Ejemplo:
[1 2}9 [4 5}
A = =
35 2 3
det A= (D(S) - 3)(2) = -1
det B=@)(3) - ()5 =2
El producto:

AB—[l 2][4 5}_[(1)(4)4»(2)(2) (l)(5)+(2)(3):|_[8 11}
13 5)l2 3] [O@+GN GE+GB3 ][22 30

det AB = (D(30) — 22)(11) = 240 — 242 = -2
Entonces:
det(AB)=-2=(-1)(2) =det Adet B
Propiedad 8: el determinante de la matriz identidad I es igual a 1 (uno).

Ejemplo:

1=y i

det (D = (1)) - (0)0) =1
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Propiedad 9: el determinante de una matriz singular, es decir, que no tiene
inversa, es igual a 0 (cero).

Ejemplo:
_I11 4
A= [—3 —12]
IAl=(1) (-12) - (-3) (@) =-12+12=0
Uso de las propiedades para calcular determinantes de orden n >3

Al utilizar las operaciones elementales sobre renglones, se puede reducir un
determinante a una forma mads facil de evaluar. Si se reduce a una forma trian-
gular superior o inferior, el determinante es el producto de los elementos de la
diagonal principal. Puesto que, al encontrar el determinante de una matriz, se
tomara en cuenta las propiedades indicadas anteriormente.

Ejemplo:

Calcular el determinante de la matriz A de 4x4

2 0 4 4

3 -1 10
A=

0 2 41

1 3 2 2

Simplificamos el célculo del determinante de A reduciendo por renglones.

2 0 4418 [1 3 22 1 3 2 2
3 .11 0 3 -1 1 0| -3R+& [0 -10 -5 -6
- —

0 41 0 2 4 1 0 2 4 1
1 2 2 2 0 4 4] 2R +R, [0 -6 0 0

Entonces, permutamos o cambiamos la fila 1 con la fila 4, P14 cambia el signo

de det(A), las operaciones —-3R; + R, y no cambian el valor del determinante. De
esta forma:

1 3 2 2
0 -10 -5 -6
det A= (-1)
0 2 4 1
0 -6 0 0
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Se podria seguir reduciendo a la forma triangular, pero observando que hay
varios ceros en el tercer renglon resulta directo desarrollar por cofactores, prime-
ro de la primera columna, y después del tercer renglén:

-10 -5 -6
-5 -6
=¢-pmf2 4 1 =(—1)(1)(—6)‘4 1‘=(—1)(1)(—6)[(—5)(1)—(4)(—6)]=114
-6 0 0

Otra forma de calcular el determinante de la matriz 4x4 es aplicando la técni-
ca del cofactor menor o reducido de la siguiente forma:

Partimos de la matriz siguiente.
2 0
3 -1
0 2
1 3

4
0
A:
1
2

[ N

Vamos a mantener como pivote la fila 1, puede ser pivote la fila 3 porque hay
un elemento en cada fila que contiene cero.

-1 1 0 310 3 -1 0
2D 2 4 1|/+0(-D™[0 4 1|+4C-D™fo 2 1
3 2 2 1 2 2 1 3 2

3 -1 1
+4(-D™o 2 4
1 3 2

Ahora cada matriz 3x3 se desarrolla por cofactor menor también de la si-
guiente forma:

22 4 1 =2p@ Hren(s PG )
=200 + (-1)(-2 —3)+2(~4—2)) = 2(5 — —12) = —14
4E _gl g]zz; E @ ;)+(1)((1) ;)+0((1) g)] =43(*-3)+1(-1)+0)
=43-1)=8
» [3 B 1] =B He(D Der(E Y
T 5 3 3 2 3 2 2 4
=4(3(4—12) +0 +1(—4 — 2)) = —4(—24 — 6) = 120
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Por lo tanto, sumando el resultado de cada matriz se tiene:

|A| = (-14 +0 +8 +120) = 114

Nota. Existe otra forma de hallar el determinante de una matriz de orden n>3.
Es encontrando la matriz triangular superior, inferior porque se multiplica los
elementos de su diagonal principal cuando se encuentra, ya que su resultado es
igual a su determinante. Se deja al lector que pueda encontrar su solucion.

1.10. APLICACION DE LOS DETERMINANTES

Para encontrar el area de cualquier triangulo en general, la férmula es la siguiente

A_b.h
T2

Ejemplo:
Dado los siguientes vértices A= (-2,1); B=(3,3) y C=(2, —-4), halle su area:

Solucioén: primero graficamos sus vértices de la siguiente manera:

Figura 1.9. Representacién de un tridangulo

i

]

a B

1]

12 -10 -2 -6 Aa V Elgl 1 5 3 10 12 1
N

O

Fuente: GeoGebra

Hallamos la distancia AC aplicando la férmula de distancia entre dos puntos:

d(AC) = /(=2 = 2)? + (1 + 4)2 = V16 + 25 = V41 = base
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Luego, la distancia BD; pero, para ello, hallamos primero la pendiente AC:

—4-1 -5
242 4

m(AC) =
La pendiente BD es igual a la perpendicular de AC, que es m(BD)=§: ahora
encontramos las ecuaciones de las rectas AC y BD para hallar el punto D.
E.Recta AC=y —1=—(x +2); 4y —4 = —5x — 10 = 5x + 4y = —6;
E.RectaBD=y—3=2(x—3); 5y —15=4x — 12 = 4x — 5y = —3;

Ahora encontramos los valores de las variables x, y;

—-42
Asi: Xx=—
41

-9;
41

Ahora encontramos la distancia entre los puntos BD;

= 42y2 Sz [(165vz2 , 32y, 1 -1 -1 2 .
d(BD)-J(3+41) +(3+2) _J(“) + ()2 = -V27225 + 17424 = V44649 = —V332.41;

d(BD) = -33V41 = altura

Reemplazamos en la férmula del drea de un tridngulo y se tiene:

A= V41x334/41 33

241 2

Ahora apliquemos la siguiente relacién sobre determinantes para encontrar
el area de cualquier triangulo que es:

X y 1
X, Y2 1

1
Areaziz
x3 y3 1

Ejemplo: si tomamos los vértices del triangulo anterior, se tienen los vértices
A= (-2,1); B=(3,3) y C=(2, —4). Halle su area:

Solucidén: indicando que, para A= (-2,1) se tiene: x;=-2; y1=1; B= (3,3); x,=3;
y.=3;y para C= (2,-4): x5=2; ys=4; remplazando en el area se tiene:

-2 1 1
S FICA 1 TR R BT

=i%[—2(3+4)—1(3—2)+1(—12—6)] = J_r%[—14—1—18];A
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Nota. Como se indica, la solucion es la misma que se utilizé en forma tradi-
cional para hallar el area de cualquier triangulo, pero, al aplicar el area por deter-
minantes, se simplifican los célculos y se llega al mismo resultado.

Aplicacion de los determinantes con el programa Derive 6.0

Se utilizard el programa el Derive 6.0 como se lo hizo para matrices:

Figura 1.10. Solucién determinante orden 2x2

[0 Do Algebe ) - 8 X

=lslx]

|Blansuo st oo st St et G ycioes Votns e
|[0GE&|sB@X|BEwE|=2 &% |ma fZN[+4]8]

DADA LAS STGUIENTES MATRICES ENCUENTRE SU DETERMIAKTE

s 1

Pueva=sinp{heea) Mome |

Jv=25%x |mm):

JEl 8] | ) ]| Ml o & ol ]l 7] o o] ] o] o I EENEEREEEN PN EELEERLR]
4 IR R e R VR I CT

€] 2] of 1] | 2] o] ] 2 o] of ] 2] 7] ) o] 9] o
B0 areEHER

Fuente: Derive 6.0
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Figura 1.11. Solucion determinante orden 3x3

[ i - fhigeben ) =
[ dyctive. Gt etor iducy Sempilica Fesaber Clluko Coones Yesiona My I |
DEHS|SRRX|D0mk|=r 8%|ns ZT|+4]€]

#1:

[uevazSing{Rueva) Do [

|v=¢=xx |Emu=

|I|3 Bl o] & ]l 1 ) x| M o] f 5] o ] o] o] of 8] ] ] ] HEEREEEERENEN BT hR]
| 81| 2 €] 2] ] 1] 5] o] 8] =] o] 0 ] 2 1] ] o ]} o SRR EEE R IR EIEEE]

@500

Fuente: Derive 6.0

Figura 1.12. Solucién determinante orden > 3

B Dwier - [ilgeira § - 0 X
[Fl e it e iy S ook Gk Upcives i Ay 18] x|
DERS|dBRX|BOwE|= rau|ms 0|28

1 3 & 1

1

3 4= 1
#: §

P14 7

s01 0
o

fueasimlueal  Oime [
[ =< o
18T SN Y Sl Tl ool [T ERTEE e RN REEE B LT
W ez o s Mol ][] NN EEEEREAEREERKNLLE]

a P Q@D OEmareEER

Fuente: Derive 6.0
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Nota. Las determinantes se convierten en herramientas fundamentales para
calcular el area de un paralelogramo o el volumen de un paralelepipedo en el
espacio tridimensional. Esta aplicacién demuestra la versatilidad de las determi-
nantes al extender su influencia mas alla de los limites algebraicos, para abarcar
conceptos geométricos fundamentales.

1.11. EJERCICIOS

1.- Dada la siguiente matriz, calcular la matriz triangular superior con los
cuatros pasos conocidos y compruebe su resultado:

a.-

A=(1 5 —4

3 2 0

0 -3 2]

b.- Dada la siguiente matriz, calcular la matriz triangular inferior con los cua-
tros pasos conocidos y compruebe su resultado:

-2 3 -2
B=|1 2 4]
1/5 3 0

c.- Dada la siguiente matriz, calcular la matriz diagonal con los cuatros pasos
conocidos y compruebe su resultado:

-1 4 -8
c= [ 2 12 2]
-3 3 0

2.- Dadas las siguientes matrices:

1 2 1 -1z 3 -2 1
A=z 4 1fiB=|-2 1 -lic=[2 4 1
2 -3 2 g g 1 3 2

Encuentre:
a.3B-1/2A + 3C

b. A-B; B-A
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c. A- (B-C) = (A-B)-C
d. f(A) = 3A%+2A-5

3.- Dadas las siguientes matrices, halle su determinante y compruebe su re-
sultado aplicando las técnicas conocidas.

aa=[; Tk 3,

1 -3 -2 3—3 2 3 1 0
b_A:[S 2 —5]3:5 2 —7C=[2 -2 4]
0 O 0 4 5 1 5 0 7
2 0 4 4
3 -1 10
C. A=
0 2 41
1 3 2 2

4.- Dadas las siguientes matrices, halle su determinante aplicando cofactores.

0 -2 2 1 -3 0

4= |1 2 —15B,=1 ,
-3 3 = 2

3 0 5 1
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CAPITULO I
2.LAINVERSA Y LOS SISTEMAS DE ECUACIONES

2.1. LAINVERSA DE UNA MATRIZ

Definicion. Una matriz inversa es una matriz cuadrada que, al multiplicarse
por otra matriz, da como resultado la matriz identidad. Se representa de la si-
guiente manera A-1y debe cumplir:

A.A‘l :A‘l- A = I

Por lo tanto, la matriz inversa cumple la propiedad conmutativa, la misma
que se demostrara mas adelante.

Una de las propiedades de la matriz inversa. La inversa del producto de dos
matrices es el producto de las inversas de las matrices cambiando el orden.

(A-B)'=B A
Ejemplo 1
Dadas las siguientes matrices:

13 -1 271 . o
A= [4_ _2] yB = [ 3 _2] ; encuentre la propiedad indicada:
Solucién: primero multiplicamos las matrices A y B de la siguiente manera:

ap=[JCDF30) @3 G 8

4-1) +-2(3) 4(2) + (-2)(-2) 10 12
Luego encontramos su inversa por cofactores: (A-B)™

C11:12; C12:10; c1=4; C12:8; det(C)= (8)(12) - (—10) (—4) =96-40 = 56:

(©), = [142 180]5::}; ahora. ()" =12 ]

10 8
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Aplicamos la férmula de la inversa por cofactores y se tiene:

1
C_1 = m CC)T

1z 4

, . . CC-l—(AxB)-1=|56 56
Asi se tiene que la inversa es: C'=(A*B)™" =[5 %
56 56

Ahora calculamos By A™": det(B)= (-1) (-2)- 3(2) = —4; det(A)=1(-2) - 4(3)

=-14 .
Por cofactores Bc=[_2 _3] ;(B). = [_2 _2]' e
-2 —1I"v7c -3 -1r -3 1P
—4 —4
-2 -3
_[-2 -47. T _[-2 —=3]. xq_|-14 -14].
Por cofactores Ac_[_3 1 ],(A)c = [_4 1 ],A s ENE
-14 -14
2 2 2 371 2 4%
Ahora multiplicamos B!+ A™": B'1=§ i A1 z ;]: [; ?‘IB*.A‘1 ;
por lo tanto cumple que: 4 4 14 14 Lia 12
(A-B)"'= B.A"

2.2. FORMAS DE DETERMINAR LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Existe dos formas de encontrar la inversa de una matriz: procedimiento
gaussiano y método de cofactores, conocido también como el adjunto.

2.2.1. Procedimiento gaussiano
Se llama matriz inversa de una matriz cuadrada A, y se expresa A, a la inica

matriz que cumple la siguiente relacion.

i. La matriz debe ser cuadrada.
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ii. Para calcular la inversa de una matriz cuadrada A, se tiene que aplicar el
método de Gauss, que significa construir, en primer lugar, la matriz (A|I),
siendo I la matriz identidad del mismo orden que A. Después de realizar
diversas operaciones sobre las filas de esta nueva matriz. Tendremos que
conseguir que se transforme en la siguiente (I|B). La matriz B serd la inver-
sa de la matriz A, es decir: B=A"".

iii. Si se encuentra la inversa de una matriz por G-J, se cumple la siguiente
relacion A-A™ =1 = A A se cumple la propiedad conmutativa. Es decir,
la matriz inversa de A es la unica matriz que al multiplicarla por ella da la
matriz identidad del orden correspondiente.

iv. No toda matriz cuadrada posee su inversa. Para que exista, es condicion
necesaria y suficiente que el determinante de la matriz sea distinto de cero.

3471 & |4 # 0

Aunque existe otro procedimiento para calcular la inversa a través de trans-
formaciones elementales (Método de Gauss), la férmula con la que se calcula la

matriz inversa es:
1

At =—
i

L(AG)T

Nota. Si existe la matriz inversa de A, se dice que la matriz A es inversible o
regular. En caso contrario, se dice que la matriz A es singular.

Ejemplo 2

Dada la siguiente matriz, encuentre su inversa aplicando Gauss-Jordan:

1 2 0
-1 1 1

3 0 -1

A=

Solucién: primero representamos la matriz A con su aumentada que es la
matriz identidad porque es de orden 3x3. El objetivo es convertir la matriz A en
matriz identidad. Entonces, los elementos de la matriz identidad, luego de desa-
rrollar entre filas, esa sera la matriz inversa:

1 2 01 0 O\f
(—21 1010)f2
3 0 —-1lo 0 1/f
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Solucién: vamos a convertir -2 y 3 en cero de la siguiente manera:
(321 =-2,a3= 3)

Hh—» 2fitfHh;setiene: 2 4 02 0 0 f; —-3fi+f3;setiene:-3 -6 0 -3 00
211010 30-1001
051210 0-6 -1.301

1 2 0|1 0 O\Nh

0 5 110 1 0]fy

0 -6 —-11-3 0 1/f;

1 2 01 0 O0\f/

05 1{o0 1 o]fs

0 0 1I-3 6 5/f;

Continuando con el andlisis, vamos a convertir -6, que esta en la fila 3, en
cero. Se tiene:

fi »6fH+5fsetiene: 0 30 6 12 6 0
00 5-15 05
00 1-3 635

f» —» -f3+f:se tiene:

-5
0
-5

N

00
0 5
05

=

3
2
5

W

Los elementos de la nueva fila 2 los multiplicamos por la fila dos por (%);

se tiene
1 2 01 0 O0\f 1 0 0-1 2 2\Nf
01 01 -1 -1)fz ;|0 1 01 -1 -1]f

0 0 11-3 6 s5/f; \0o o0 1-3 6 5/f

Por altimo, nos falta convertir 2 que se encuentra en la fila 1, para obtener la
matriz identidad:

fi » 2fi+fisetiene: 0 -2 0 -2 2 2
1.2 0 100
10 0 -1 2 2

Al final se tiene:
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Se tiene, por ultimo, la comprobacion si la matriz inversa es la correcta, mul-
tiplicando la siguiente relacion:
AxAT 1 =A"TxA=1
1 00
0 1 0
0 0 1

1 2 0 -1 2 2
A=|-2 1 1 ].4at'=[1 -1 =1
3 0 -1 -3 6 5

Ejemplo 3

Dada la siguiente matriz:

2 1 -2
A=1 1 -2
-1 0 1

Encuentre la inversa por aplicando el método de Gauss-Jordan

Solucién: a la matriz A de nuestro ejemplo, le aplicamos la relacion (A|I) para

encontrar la matriz inversa de la matriz realizando operaciones entre renglones o
filas.

2 1 —-2/11 0 0\ .. 1 0 01 —1 o\ 55ha*A
(A|I)=(1 1 -2/0 1 o)m(l 1 —2/0 U)L’-F‘r
-1 0 1l0 0 1 -1 0 1l0 0o 1
(1 0 0|1 -1 0)&:&”&(1 0 01 -1 0)
0 1 -2[-1 2 o]——|0 1 01 0 2
00 1/l1 -1 1 00 11 -1 1

1 -1 O
(1 0 2)
La matrizinversade Aes M1 —1 1

Comprobacion:

Se multiplica la matriz A por su inversa A™, para verificar que A- A = 1. En
efecto

>
I

2 1 - 1 -1 0 1
1 1 =2]47t=]1 0 2|=]o0
0

-1 0 1
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2.2.2. Método de cofactores

Otra de las técnicas para encontrar la matriz inversa es por cofactores, llama-
da también el adjunto. Sea A una matriz cuadrada, A y regular (es decir de deter-
minante no nulo), entonces A verifica la siguiente propiedad.

1
A_l = m (AC)T

Por tanto, esta es la relacion para encontrar la matriz inversa por cofactores
(adjunta).

Los pasos para calcular la matriz inversa son los siguientes:
« Hallamos el determinante de A. Solo si no es nulo, podemos continuar.

o Creamos una nueva matriz con los menores complementarios de cada ele-
mento.

Ejemplo 4

Dada la siguiente matriz encuentre su inversa por cofactores:

2 -3 1
A=12 1 -
0 2 0

Solucién: primero hallamos el determinante de la matriz A. Si no es nulo,
podemos continuar.

2 -3 1
[A=|2 2 -—1| aplicamos Sarrus. Se tiene (0 +0+4) -(0-4+0) =8
0 2 0

Otra forma reducida por cofactores, manteniendo la fila 3:
-3 1 2 1 2 -3
A=[o(5 S)+ea(G S)+o(; ) =0+s+0-8

En este caso, vemos que no es nulo; por tanto, es una matriz regular y pode-
mos calcular su inversa.
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Creamos una nueva matriz con los menores complementarios de cada ele-
mento o los elementos de la matriz de cofactores:

A I P B
Menores de A = _23 (1) |S (1)| |(2) _23|

TAELET

Para calcular la matriz, debemos resolver los determinantes de cada uno de
los menores.

Cambiamos los signos correspondientes para obtener la matriz adjunta.
2 0 4

AdjA=[2 0 -
1 4 10

Calculamos la matriz traspuesta de la adjunta

+
AdjA=|-
+

|+ |
+ |+

Ya tenemos la matriz adjunta de A

2 2 1
AGATH0 0 4
4 —4 10

Asi, tenemos la matriz traspuesta. Ya solo nos queda el altimo paso y tendre-
mos nuestra matriz inversa.

Dividimos la matriz resultante por el determinante de A, que es 8

1/4 1/4 1/8
Al=[ 0 0 1/2
1/2 —1/2 5/4

Con esto, hemos terminado nuestro ejemplo y hemos encontrado la solucién
a nuestra actividad. Para la comprobacion, se multiplica la matriz A.A™ y se tiene:

2 -3 1 1/4 1/4 1/8 10 0
A=[2 2 -1| .At=l0 0 1/2(=|0 1 0
0 2 0 1/2 -1/2 5/4) lo 0 1

Nota: La matriz de cofactores se conoce también como la adjunta de la matriz,
indicando que los elementos de Ac = AdjA.
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2.3. LAINVERSAY LOS SISTEMAS DE ECUACIONES

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas xi, X, ..., X, con coefi-
cientes en un cuerpo K (como los reales o los complejos) se representa de la si-
guiente forma:

allxl + a12x2 +a13x3 + -+ alnxn = bl
Ap1X1 + AypXy + ApzXz + ==+ Ayp X, = by

A1X1 + AmpXy + ApaXs + -+ QX = by

Es un sistema de ecuaciones generalizado, siendo a; € K el coeficiente de
la incognita xj de la ecuacion i y bi € K el término independiente de la ecuacion
i=1,...,m

Se define la matriz de coeficientes del sistema anterior como

Q13 Qg - Qqp
azl azz wen a2n

A=

.
. . e .

aml amz amn

Y la matriz de incdgnitas, x, y de términos independientes, b, lo podemos
representar asi:

X1 by
x= x:z b= b:z
X, bm

Por lo tanto, se tendrad la siguiente relacion: A-X=b; asi para hallar la solucién
de cualquier sistema de ecuaciones la relacion sera la siguiente:

AANX=A"b

Multiplicamos para ambos miembros por A™, ya que queremos despejar la
variable general X, para obtener la relacion final del sistema de ecuaciones.

[. X= A~ b; asi la relacion final es:

X=A"Db
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Técnicas y métodos para identificar los sistemas de ecuaciones

Segun el numero de soluciones, clasificamos un sistema de ecuaciones linea-
les (SEL) en:

o Sistema incompatible (SI): no tiene soluciones.
 Sistema compatible determinado (SCD): tiene una tnica solucion.

« Sistema compatible indeterminado (SCI): tiene mas de una solucion (en
este caso, tiene infinitas soluciones).

Destacamos cuatro métodos para la resolucion de sistemas de ecuaciones li-
neales:

1. Eliminacion de Gauss: consiste en realizar operaciones elementales entre
filas para encontrar la matriz inversa por G-J. Luego hallamos la solucion.

2. Gauss reducido: aplicando la matriz aumentada en forma similar a la pri-
mera relacion.

3. Método de la matriz inversa por cofactores.

4. Regla de Cramer: si el SEL es compatible determinado, se obtiene la solu-
cion calculando unos cuantos determinantes.

2.4.RESOLUCION DE SISTEMA DE ECUACIONES APLICANDO LA
ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN, A TRAVES DE EJEMPLOS

Eliminacién de Gauss: para este método nos basamos en la relacion siguiente.
X=A"B
Ejemplo 5

Dado el siguiente sistema de ecuaciones, encontrar su solucion aplicando el
método de Gauss-Jordan, y compruebe su resultado.
le + Z.XZ =2

2x1+ xz—X3=0
2x1+3x2_X3:3
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Solucién

Al aplicar Gauss-Jordan, se tiene que encontrar primero la matriz inversa que
se refiri6 en la pagina 56.

5 2 011 0 0 5 2 011 0 0 5 2 01 0 0
(2 1 -1j0 1 0}-‘(0 1 -5|-2 5 0' ([] 1 -5/-2 § 0)
2 3 -10 0 1 0 11 -5l-2 0 5 0 0 50120 -55 §
F2: -2f1+5f2 f3: -2f1+5f3 f3: -11f2 +f3
-10 -4 0 -2 0 O -10 -4 020 0O 0 -11 5522-55 0
10 5 5 0 5 0 10 155 0 0 5 01 5-2 0 5
0 1 5-25 0 0 11 -5 -2 05 0 0 S0 20 -55 5
52 0]1 0 0 5 2 0|1 0 0 -25 0 0]-5 -5 5§
(0 1 =-5|-2 5 G)‘"{g 10 0|0 =5 SHO 10 0|0 =5 5)
0 0 50120 -55 5 0 5020 -55 5 (1] 0 50120 -55 5
F2: 10f2+f3 f1: -5f1+f2
0 10 -50 -20 50 O -25 10 0 50 0
0 0 50 20 -55 5 0 10 0 0 -5 5
010 0 0 -5 5 250 05 -5 5
1 1 1
—25 0 0 |[-5 -5 5 1 0 05 51 51’
0 10 O 0 -5 5|;=|0 1 0f{0 -3 3
0 0 50/20 —55 5| [0 0 1|2 1 1
5 10 10

Se desarrolla la matriz a través de la reduccion de valores entre filas. Se multi-
plican la fila 1, fila 2 y fila 3 de la siguiente manera: -1/25f1, 1/10 f2 y 1/5013, para
encontrar su matriz identidad.

A= ; asi, encontramos la matriz inversa

N © Gk

|

N
Slreimall
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Para hallar la solucion del sistema de ecuaciones, una vez que se encontro la
matriz invesa, se multiplica por los valores independientes del sistema y se reem-

plaza en la relacion que se indica:

1 1 -1 —

5 5 5 5

-1 1 3

X=A1B=|o —= = 2=
2 2 2
2 =11 1 11
5 10 10 10
Asi se tiene que:

17 5 27 37 10

Por ultimo, se deben reemplazar los valores de las variables en el sistema de

ecuaciones para verificar si se cumplen las igualdades.

2X1+ XZ—X3=0

[5x1+2x2 =2
le+3x2_x3=3

s(Zh+2(3) =2 143=2
(5)*2(3)=2 0 -1+3=

S(T1Y o (3 (M, —4+15-11
(5)+(z)_(10) - 0
(71 g (3) (L) _,, —tF45-11
(5)+ (2)_(10) - 10

Sistema de ecuaciones aplicando Gauss-Jordan reducido

2x1+ xZ_x3:0

[5x1+2x2 =2
2x1+3x2—X3=3

La solucién se encuentra de manera similar al método anterior, con el cambio
de que, para hallar las variables xi, x,, x3, se desarrolla directamente: es decir, en la
matriz del sistema, se aumentan los valores independientes del vector b de la si-

guiente forma.

5 2 0)2\:h
(z 1 —10)f2
2 3 103/
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Multiplicamos la primera fila 1 por 1/5: para que el primer valor sea la unidad.

2 2
12 ngl
2 1 —1lo |2
2 3 -1l3/ /3

Sumamos a la segunda y tercera fila la primera multiplicada por -2:

f, +» -2fi+fhsetiene: -2 -4/5 0 -4/5
2 1 -1 0
0 1/5 -1 -4/5

f; & -2fi+fisetiene: -2 -4/5 0 -4/5
2 3 -1 3
0 11/5 -1 11/5

2 2
1202\ .
0 X -1]22 |55

5 sz
0 & 1|2/

5 5

Ahora, a las filas 2 y 3, las multiplicamos por 5. Se tiene:

2 2
1 = of: fi
0 1 -s|-4]f
0 11 -sl11/ /3

Sumamos a la segunda fila la tercera multiplicada por -1:

f, -» —f3+frsetiene: 0 -11 5 11
0 1 -5 -4
0 -10 0 -15

12 g 2\.[]

: | B
0 —10 0|-15 |0
0o 11 -sl11/2f

Multiplicamos la segunda fila por -1/10 y la tercera por 1/11:

2 2

1 g OE —zfl

01 0]3 ?fz

01 22
1111 f3
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Sumamos a la primera fila la segunda multiplicada por -2/5

fi » -2/5Otfisetiene: 0 -2/5 0 -3/5
1 2/5 0 2/5
1 0 0 -1/5

f3s —» —frt+f3se tiene: 0-1 0 -3/2
0 1 -5/11 1
0 0 -5/11 -172
-1
1 0 O0]s fi
01 o3| £
-sl2 |-11
0 0 ol Tf3
2
Multiplicamos la tercera fila por -11/5:
-1
1 0 of[s\fi
3
01 0 2 fa
0 0 1u)fs
10
.y . . 1 3 11
Porlotanto,lasoluciondelsistemadeecuacioneses: X1=—¢ X2=; X3=4

que son los mismos valores que encontramos al aplicar Gauss-Jordan.

Nota. La matriz que se encontr6 tiene forma escalonada reducida (es la ma-
triz identidad). Realmente, ya tenemos la solucion del sistema, asi que es un siste-
ma compatible determinado.

No obstante, calculamos los rangos para promover buenas practicas en los
estudiantes

10031‘1
rg|0 1 0]; f>=3;
0 0 1fi)f

1 00
rglo0 1 0]=
0 0 1

El teorema de Rouché-Frobenius establece que, para que un sistema de ecua-
ciones lineales sea compatible, es condicién necesaria y suficiente que la matriz
formada por los coeficientes y la matriz ampliada por los términos independien-
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tes posean el mismo rango. Por lo demas, el sistema constituido sera determinado
si su rango coincide con el nimero de incdgnitas o sera indeterminado si posee
un valor menor a tal nimero.

Por tanto, el sistema es compatible determinado. La matriz obtenida propor-
ciona la solucidn del sistema:

_ 1 _3 _1
xl——g Xy = X3 = —

2.5. RESOLUCION DE SISTEMA DE ECUACIONES APLICANDO EL
METODO DE COFACTORES

Para encontrar la solucion del sistema de ecuaciones:

5x1+2x2 =2
2x1+x2_X3:0
2x1+3x2—x3=3

Se tiene que aplicar la relacion:
x=A"b

Es decir, tenemos que encontrar la inversa de la matriz aplicando la técnica de
la inversa de cofactores:
1

Al=—.
|A]

9"
Ejemplo 6

Dada la siguiente matriz halle su solucién aplicando el método de cofactores:

52 0
A=(2 1 -1
2 3 -1

Solucidn: se tiene que encontrar la inversa de la matriz aplicando cofactores,
para lo cual primero encontramos los elementos de la matriz de cofactores referi-
das en la pagina 60.
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— [l -1 —9. ——y+2[2 1 _ -0-
aar = (D, Ty =-143=25a0, = D™ T |=-2+2=0;

— (- #3[2 e _9_4. —(—2z+t[2 012 o _g= (=
aas=(D'"[; F]=6-2=4ia0 =0 [; O |=-2-0=-(-2=
2;

5 0 5 2
a2 = (D7) D= -54+0=-5a5,= (-1*"[) i]=15-4=-a1=
—-11;

3412 01 5 A 5. __qy3+2[5 0]_ _ _
a = (D[] J]=-2-0=-2ias =0} O |=-5+0=
—(=5)=5;

5 2
Gz = (D™ [ =5-4=-1

Por tanto, la matriz de cofactores es:

2 0 4
Ac= |2 -5 -11
-2 5 1

det(A) = se multiplica la primera fila de la matriz A con la primera fila de la
matriz de cofactores. Se tiene:

2 0 4 5 2 0
A=1]2 -5 —-11|.A=2 1 -1
-2 5 1 2 3 -1

2(5) +0(2) +4(0) =10

2 2 -2 15  1/5  —1/5
Ac*= |0 -5 5| :1/10setieneA™t=| 0 —-1/2  1/2

4 -11 1 2/5 —11/10 1/10

Por ultimo, se multiplica por los términos independientes y se tiene:

1/5 1/5 -=1/5)]2 -1/5
0 -1/2 1/2||o| = 3/2
2/5 —11/10 1/10]]3 11/10
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Asi, los valores de las variables son:

_ 1 _ 3
xl——g xZ—E X3—_

Por ultimo, se deben reemplazar los valores de las variables en el sistema de
ecuaciones para verificar si se cumplen las igualdades.

2.6. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES APLICANDO LA
REGLA DE CRAMER

La Regla de Cramer es un método que se utiliza para resolver sistemas de
ecuaciones por determinantes; es decir, permite resolver sistemas compatibles de-
terminados (con una unica solucion) de cualquier dimension. Se trata de un mé-
todo de rapida aplicacion debido a que solamente han de calcularse n+1 determi-
nantes distintos para un sistema de dimensién n x n. Todos los sistemas de Cramer
son compatibles determinados. El valor de cada incdégnita se obtiene dividiendo
el determinante de la matriz asociada a dicha incdgnita por la matriz del sistema
(matriz de los coeficientes de las incognitas). La siguiente relacion nos permite
indicar la determinante para todas las variables.

_ Datfsy)
Xi-' W | B 1,2,3,...,[1
by a, a; - a, ap by ap - oay
by 2y ay - ay, Gy by Ay - Ay,
by g ay - ay, 4y by gy - Ay,
< = \Pn % Y " ) x2='%lbnan‘!'" ) .
! ay A, ag oAyl ay A, A - Al
L B2 3 7 Ay, L) Y 3 7 Ay,
G A2 {3 7 Ay, ) Y A3 7 Ay,
A1 4 A3 7 Ay, G1 A4 3 "t Ay,
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ay ap by - aln‘ a; ap ag =~ by

) Ay by oy, Y G Ay by

A Ay by - g, A A, Y5 - by

_ i by o, _ i g by
3 ag ap A oAyl T *n G A A3
B By {3 7 L B X3 Ay,

1 N Yy T N3y N A 3 7 Ay

%1 2 A3 7 Ay (%1 B2 M3 7 Ay

;Se puede aplicar la Regla de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones
lineales compatibles que tengan mas ecuaciones que incognitas?

La respuesta es afirmativa. Basta con obtener un sistema equivalente al ini-
cial eliminando las ecuaciones superfluas o dependientes (proporcionales, nulas
0 que sean combinacion lineal de otras). El procedimiento que se debe seguir es
el siguiente: supongamos que tenemos un sistema de m ecuaciones lineales con
n incdégnitas, siendo m > n y tal que: rango (A) = rango (A*) = n. Por lo tanto,
sobran m - n ecuaciones. Para averiguar cuales son las ecuaciones de las que po-
demos prescindir, basta encontrar, en la matriz de los coeficientes (A), un menor
de orden n distinto de cero, por ejemplo, el que utilizamos para averiguar el rango
de la matriz A. Las filas que intervienen en este menor son las que corresponden a
las ecuaciones principales. Las restantes ecuaciones las podemos suprimir.

Ejemplo 7
Dada la siguiente matriz, encuentre su solucién aplicando la Regla de Cramer
5X1 + Z.XZ =2

2x1+ xZ_X3:0
2x1+3x2—X3=3
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Solucién: encontramos los determinantes para cada una de las variables de la
siguiente manera:

—-2—-6+6 -2 -1

"5 at15+4 10 5

|
[
(NS SS T ¥2 B SS I (R | (TS R oV ]

_ —4+15+4 _ 15 _ 3
T_5-4+15+4 10 2

NN NN NN WO N
WRENWON WENWRN
|
[y
WENWwOoON WENWREND

_15+12-4-12 11
T _5-4+15+4 10

Z=15 2 0
2 1 -1
2 3 -1

NN O N oW,
W= NWwoN

11

1 3
Son los valores que encontramos para x; = —>  x3 = S X3=15

5

Al reemplazar los valores encontrados en el sistema de ecuaciones, se verifica
la solucion encontrada.

2x1+ xz—X3=0

{5x1+2x2 =2
2x1+3x2_X3:3

En la primera ecuacion: 5(-1/5) +2(3/2) =2; -1+3=2

En la segunda ecuacion; 2(-1/5) +(3/2) -(11/10) = 0

En la tercera ecuacion; 2(-1/5) +3(3/2) -(11/10) =3
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2.7. LA INVERSA DE UNA MATRIZ EN LA RESOLUCION DE LOS
SISTEMAS DE ECUACIONES CON EL PROGRAMA DERIVE 6.0

Figura 2.1. Inversa de una matriz orden 2x2

() s - [agebia 1) - 8 X
[ archive Ecitar (et nkroduc Smoklcar Ressive Cllculs Qpoines Vestara Ayuda =181 %]
DoHES R | H0w|=sah[malzm|+4|0|

Dada Ta sigeiente matri,z eceentre su watriz inversa y comprusbe su resylatado il

15
"

4 7
Solucion: #1 como matriz, la inversa se abtiene solo ingresando en la parte wnferior
1a matriz el sisbulo -1 y se tiene:

7 5
I S 41 41
1 B
1 7 4 3
i 4

Para comprobar se Ciene que multiphiac 1a satriz de incio con su inversa

i 5
a1 41
o
4 3 "
a4 4

“ [FALl® ]I‘"l .

Patse F1 para obtenar Apuda
[v=2%xx s

|EIFI:-I‘I 3 ] O Y e ||| 1 R e B R 1

MﬂWMHﬂMﬂHMMMMHNMﬂﬂﬂﬂqﬂﬂN
BQeGDO ALY ERDRE

T T T T

Fuente: Derive 6.0

Figura 2.2. Demostracion de una matriz orden 2x2

) tere - hlgebna 1) - a x
[Eireame gt it ietroduce gmpsicar Ratom Gibcubo Qpeiones Yertara. s _1L& =]
DEdS|iRex |H0wiH|==r Sy mal ZTI|4.3K|0|
Solucion: #1 cono matriz, 1a inversa se obtieno salo ingresanda on 1a parte nferior .
Ta natriz €] simbole *-1 y se tiene
7 &
141 | @ a
o [i2]- i
a7 4 3
4 4@
Para corprobar se tiene que seltipliac Ta matriz de incio coa sy isversa
7 5
@ li
!
4 3
T oa
7 1
3 T 1o
" l ] . =l ]
a7 1 ¥ o1
41 a
Derostranos que su mltiplicacion es 1a satriz icentidad solo en dos pases. | i
[
Bt & A
(1 2 ) 54 =] ] 8] o] A o ] ] of =] ] o] ] w] o] o] ] T s 5 Y 5 s T
1 Y T T T T Y T

@ % D0 a kX0 EERER

Fuente: Derive 6.0
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Figura 2.3. Inversa de una matriz 3x3

[T Derine 6 - [higebea 2] 2 %
Bl anwe i pocew micdecy gt dessper g dpcions deres ygia =141 _l"
B I s T Rt zn|1—).|e|
Dids Ta siguieste matriz entuestre se imversa. 1
201
n 2 1
[
La solucién #5 igeal 3 1a eacostrada do aedan 262,
11 1
R
L2 B E
1
2 2 1al =l o —
¥
"2
1 1
—-— 1
T 2 m
Caprobass su salec e
11
4
1
¥ "o —
?
Bucwa-5imp{fueva) o |
Jv=c= g% [fim:

(] Bl x| 5] e €] nf 8] | <[ &) ] +| 2 | n| o] 5] 7| ] 9] x] 9] w] ” D T B
13 = A A ] o2 2] ] o Ll ] o] ] ] 1] 0] o]
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Figura 2.4. Demostracion de una matriz orden 3x3
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Figura 2.5. Resolucion sistema de ecuaciones de dos variables
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Figura 2.6. Resolucion sistema de ecuaciones de tres variables
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2.8. EJERCICIOS

1.- Dadas las siguientes matrices, halle su descomposicion aplicando el méto-
do de Gauss-Jordan, y de cofactores, compruebe su respuesta con los cuatros pasos
establecidos.

Loy
A=|2

3 1 -1

-1 -3 2

1 1 -2
B=|-2 2 -3

0 3 2

2.- Dada la siguiente matriz, verifique la propiedad de la matriz invertible, es
decir debe cumplir la siguiente relacion:

(A.B)"'=B"1.471

2 -1 0
A=13 1 -1

0 -3 2
1 1 -2
B=|1 2 3
0 3 2

3.- Dado el siguiente sistema de ecuaciones, halle su solucién aplicando al
menos dos métodos conocidos, es decir Gauss-Jordan y Cramer o Gauss-Jordan
Reducido y Cofactores. Compruebe su respuesta.

3x1+x,—3x3=1
2%, — 3%, + 2x3 =2
2xq — Xy + 2x3 =§

4.- Dado el siguiente sistema de ecuaciones, halle su solucién y compruebe su
resultado.

—2.X1 +x; + 3.X3 =1
2x1 _3x2 - Z.X3 =2

le—x2+ZX3=§
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CAPITULO III
3. VECTORES EN R" Y ESPACIOS VECTORIALES

3.1. DESCRIPCION DEL MOVIMIENTO. DEFINICIONES

La descripcion del movimiento implica la observacion y registro de los cam-
bios de posiciéon que experimenta un objeto en relacion al tiempo. Para describir
un movimiento, es necesario tener en cuenta aspectos como la trayectoria, la ve-
locidad y la aceleracion.

Este movimiento es estudiado por la fisica, especificamente en las ramas de la
cinematica y la dindmica.

Figura 3.1. Descripcion de movimiento

Fuente: Pixabay.com
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3.2. DEFINICION DE UN VECTOR

Un vector fijo del plano euclideo es un segmento orientado, en el que hay que
distinguir tres caracteristicas:

o Mddulo: la longitud del segmento expresado en términos de un valor nu-
mérico y una unidad.

+ Direccion: el angulo del vector con respecto al eje x.

o Sentido: La orientacion del segmento, del origen al extremo del vector.
Puede ser positivo o negativo.

Figura 3.2. Componente de un vector

—
Vector AB

Direccion

\Sentido

A \ Punto de

aplicacion

Fuente: Significados.com/vector/

Los vectores fijos del plano se denotan con letras mayusculas (y una flecha
hacia la derecha encima), por ejemplo, v, que indican su origen y extremo respec-
tivamente. Es decir, el punto inicial es el origen o punto de aplicacion y el punto
final V es el extremo del vector v, cuyas coordenadas son:

v = (vy Vy)
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Caracteristicas de un vector

Figura 3.3. Coordenadas cartesianas
¥

Fuente: Significados.com/vector/

Un vector se puede definir por sus coordenadas, si el vector esta en el plano
Xy.
Figura 3.4. Tridngulo rectangulo

y= (Vi Vy)

Vx

Si consideramos el triangulo formado por los componentes Vy, V, (como ca-
tetos) y V (como hipotenusa), por el teorema de Pitagoras, se puede calcular V,
multiplicando V por el cosa (siendo a el angulo formado por V. y V) o multipli-
cando V por el senp (siendo P el angulo formado por Vy y V). De igual forma,
se puede calcular V, multiplicando V por el sena o multiplicando V por el cosp
(considerando las posiciones de o y f mencionadas anteriormente).

Siendo el vector la suma vectorial de sus coordenadas:

=V, +V,

Coordenadas tridimensionales

Si un vector en el espacio R?, sobre los ejes x, ¥, z, se puede representar como:

T/ = (VX) Vy) VZ)
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Figura 3.5. Coordenadas tridimensionales

z

Vz .q

5

Vx

Fuente: Significados.com/vector/
Siendo sus coordenadas: Vy, Vy, V..

Si representamos el vector graficamente, podemos diferenciar los siguientes
elementos:

La recta soporte o direccidn, sobre la que se traza el vector.

Figura 3.6. Direccion de recta

Fuente: Significados.com/vector/

El médulo o amplitud con una longitud proporcional al valor del vector.

Figura 3.7. Médulo de recta

Fuente: Significados.com/vector/

El sentido, indicado por la punta de flecha, siendo uno de los dos posibles
sobre la recta soporte.

Figura 3.8. Sentido de recta

Fuente: Significados.com/vector/
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El punto de aplicacién que corresponde al lugar geométrico al cual corres-
ponde la caracteristica vectorial representada por el vector.

Figura 3.9. Punto de aplicacién

Fuente: Significados.com/vector/

El nombre o denominacion es la letra, signo o secuencia de signos que define
al vector.

Figura 3.10. Nombre

Fuente: Significados.com/vector/

Por lo tanto, en un vector podemos diferenciar:

Figura 3.11. Vector

Fuente: Significados.com/vector/

Nota. Como se puede observar en las graficas correspondientes al vector, se
puede representar con cinco elementos correspondientes.
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Otra de las formas de representar a un vector es mediante magnitudes vecto-
riales como:
Figura 3.12. Magnitudes vectoriales

-~

-
-

Fuente Significados.com/vector/
Frente a aquellas magnitudes fisicas, tales como la masa, la presion, el volu-
men, la temperatura, etc., que quedan completamente definidas por un nimero,
llamadas también escalares, y las unidades usadas en su medida, aparecen otras,

tales como el desplazamiento, la velocidad, la aceleracidn, el campo eléctrico,
electromagnético, etc., que no quedan completamente definidas dando un dato
numeérico, sino que llevan asociadas una direccidn. Estas ultimas magnitudes son
llamadas vectoriales en contraposicion a las primeras llamadas escalares

Figura 3.13. Ver

p

XS
o)

 Bep

Amg "
% B -
C_~s

Fuente Significados.com/vector/

Operaciones con vectores

Con vectores, se pueden realizar las siguientes operaciones: sumar, restar,
multiplicar un escalar por un vector, producto punto, producto vectorial. Las ope-
raciones en forma grafica se las puede realizar hasta el espacio R’, y las operacio-
nes analiticas hasta el espacio R™

Nota: se indica que, para las operaciones entre vectores, se siguiere siempre
aplicar la siguiente representacion: U, V, W € R", donde:
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- - -
U=(u, U, U3, ..., Un); V=(V7, V2, V3, ..., Vn); W=(W1, W2, W3, ..., Wy) ; conside-
rando que para los vectores se mencionaron las matrices de orden nxI.

Ejemplo 1

Dados los siguientes vectores:

U=(1,2,-3,5,6,0,1,-2); V=(1/2,3,-1,5,6,2, 1,2); W= (0,2,-3,5,6,-5, 1, 3)
Encontrar:

a.3U-2V+ W

b. % V-2W +U

Solucioén: primero debemos observar que los elementos de cada vector tengan
el mismo nimero de componentes para poder realizar la operacion requerida:

3U=(3,6,-9, 15,18,0, 3, -6); - 2V = (-1, -6, 2, -10, -12, -4, -2, -4);
V=(0,2,-3,56,-51,3)

3U-2V+ W=(2,2,-10, 10, 12, -9, 2, -7); solucién.

Solucién de b.

v, V= (1/4, 3/2,-1/2,5/2, 3,1, 1/2, 1); -2W = (0, -4, 6, -10, -12, 10, -2, -6);
U=(1,2,-3,56,0,1,-2):

Vs V-2W+ U= (5/4,-1/2,5/2, -5/2, -3, 11, -1/2, -7); solucién.

3.3. VECTORES IGUALES

Sean U, V, € R*, con U = (uy, Uz, U3, ..., Uy); V = (V1, V2, V3, ..., Va); DOs vectores
— - - -
Uy V son iguales si cumplen la siguiente condicién: |U| = | V]

donde |U| y |V| son las magnitudes de los vectores Uy V respectivamente.
Ademas, los vectores deben tener la misma direccion.
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Ejemplo 2
Dados los siguientes vectores:

U=(1,2,4,5,6,7,8,2);y V= (2/2, 8/4, 16/4, 25/5, 12/2, 49/7, 16/2, 10/5);
los vectores son iguales.

U= (2x+y, -x+3); V= (x-3,4y +1)
Solucioén: partiendo de la definicion de vectores iguales se tiene que:

Si U = V; entonces el sistema de ecuaciones es el siguiente:

2x+y =x—-3 (2x—-x+y =-3 (x+y =-3
[—x+3=4y+1;[—x 4y—1—3;; —X—4y=-2

Desarrollando el sistema se tiene:

[_ _4] 12+2=—14. [_ —2] _—2-3_5
T —4+1 -4+1 3
B R 5 2l
Los valores son: X = _TM Y = g ; esos valores los reemplazamos en los vectores

para saber si son iguales:

- B -
(2—+: 3, V ( 13,4 = +1); U -(= e 23)=V = i 23) por lo tanto, los

vectores U = V son 1guales siempre y cuando x = .y =
3 b

wlwu

3.4. PROPIEDADES DE LA SUMA DE VECTORES

Podemos demostrar las propiedades de la suma en forma grafica de la si-
guiente manera:

Primero, definimos la suma de vectores en el orden u + v que produce otro
vector. Es como encadenar, siempre visualmente, un vector u y luego uno v. Dire-
mos que u + v se simplifica como un vector w o que w se descompone como suma
de vectores u y v.
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Figura 3.14. Suma de vectores

v
Fuente: Significados.com/vector/

1) Decir que u+v = v+u, para que cumpla la propiedad conmutativa respecto
a la suma, es decir que las dos sumas simplifiquen en el mismo vector, en negro.
Véase que, en fisica, los vectores en rojo simulan la descomposicion de fuerzas
ejercidas por el vector negro en su origen, y se representan como el método del
paralelogramo.

Figura 3.15. Propiedad conmutativa
u

Fuente: Significados.com/vector/

Decir que u+(v+w) = (u+v)+w, para la propiedad asociativa respecto a la
suma; es decir que, las simplificaciones de sumas de vectores puedan ser optativas
en cualquier cadena de sumas.

Figura 3.16. Propiedad asociativa
,
(1 13_:3_1-,..-

/ﬁﬁvn v}

Fuente: Significados.com/vector/

Decir que existe un vector cero (llamado elemento neutro) tal que u+0 = u,
equivale a exigir que exista un vector incapaz de efectuar, mediante la suma, mo-
dificacion alguna a todos los vectores.

Figura 3.17. Vector nulo

Fuente: Significados.com/vector/
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Decir que u+(-u) =0, es exigir la existencia de elemento neutro u opuesto a u,
que es —u, que sumado a u simplifique en un vector cero.

Figura 3.18. Vector opuesto

Fuente: Significados.com/vector/

Nota. También se pueden demostrar las propiedades de la suma de vectores:
Sean los vectores ﬁ, \7, We R"; donde:

U= U, Uy Us...,un) Yy V=(V, V2, Vs..., Vo), W= (W1, W2, W3 ..., Wy); las iguien-
tes propiedades son siempre verdad:

1.U+V=V+T; propiedad conmutativa.
2. U+ (\7+ M_/") = ((7 + \7) + M_}; propiedad asociativa.
3.U+0=U; propiedad del elemento neutro.

4.U+(-0)=0; propiedad de opuesto aditivo que es el vector nulo

Demostracion de la propiedad 4.

Sea U = (U, Un, Us ..., Uy); S€ reemplaza en la expresion indicada
U+ (—(7) =0; [(u, Uz, Uz ..., Un) + (U1, —Us, —U3, ..., —Un)];

(ur+ (—u), w + (W), us + (—us) +, ..., Un + (—u,)

(u—uy, Uz—uy, Us—Us, ..., Uy—u,) = [(0,0,0,...,0)]=0

Se demuestra que es igual al vector nulo.
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3.5. PRODUCTO PUNTO (INTERNO), VECTORES PERPEN-
DICULARES (ORTOGONALES)

Sean los vectores (7, V € R%; donde:

- -
U= (u, Uz Us, ..., Un) y U= (Vi, V2, V3, ...

vectores es la relacion siguiente:

, Vn), se dice que el producto punto de

U V= vi+U V24U Vs+ ...+ U Va).

Ejemplo 3
SeanlovectoresU (1 3,-4,1/2, 3,4, 6)yV (2,5,1/3,4,3,2,0), hallarel

producto punto U.V=
Solucioén: se debe primero verificar que los vectores indicados deben tener el

mismo numero de componentes, para realizar la operacion
[(1)-(2) +(3)-(5) + (=4)-(1/3) +(¥2)-(4) + (3):(3) + (4):(2) + (6)-(0)]

U-V = (2+15-4/3+2+9+8+0) = 104/3
Definicién: se dice que dos vectores son PERPENDICULARES u ORTOGO-
NALES si el producto escalar U-V=0

Ejemplo 4

Sean lo vectores
a. U= (2,3,1/2,3,6) y V= (2, -2, 4, -4, 2), indicar si los vectores son per-
pendiculares.

Solucion: al aplicar su definicidn, se tiene

[(2)/(2) +(3)-2) + (1/2)(4) +(3)(-4) + (6):(2))]= (4-6+2-12+12) =

Los vectores si son perpendiculares.
b. U= (k+1,1-2k, 3,1/2k -3,5) y V= (-3, 5, 3k-1, 4, k—4), hallar el valor de
k para indicar si los vectores son perpendiculares; compruebe su resultado.

Solucioén: se multiplican los vectores U - V = 0 por la definicion de vectores

perpendiculares
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0

U-V=[(k+1) (=3) + (1-2K) (5) + 3(3k=1) + (1/2k =3) (4) + 5(k-4)]

= [-3k -3 +5 =10k + 9k-3+2k —12 +5k —-20]=0; sumando y restando se tiene
que 3k-33=0; k = 11, se reemplaza en los vectores para ver si son perpendiculares:

U= (11+1, 1-2(11), 3, % (11) -3, 5) y V = (=3, 5, 3(11)-1, 4, 11-4)
Por tanto:
U- V= [12:(=3) +(=21).5+ 3(32) +10 + 5(7)]=0

= (=36 -105 +96 +10 +35) = 0=0; Los vectores son perpendiculares cuando
K=11.

c. Dados los siguientes vectores.
U = (1/2k+1, 3-2k, 1/2, 1/2k -1,5) y V = (3, -2, 3k-1, 2, k-4)

Hallar el valor de k para indicar si los vectores son perpendiculares; comprue-
be su resultado.

Se deja al lector para que encuentre el valor de k=?

Propiedades del producto punto (escalar)
Las siguientes propiedades son siempre verdaderas
Sean los vectores U, V, W € R"; donde:

- - -
U= (u,uUs, ..., un) y V=(V1, V2, V3, ..., Va), W= (W1, Wz, W3, ..., Wn). Ademas,
A eR.

Propiedad 1

El signo del producto escalar queda determinado por el angulo que forman
los vectores:

e

U-V>0,siV,U es agudo.
U-V<0siV,U es obtuso.
Propiedad 2
Conmutativa: U- V= V- U..
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Propiedad 3

Distributiva:
(e Wy mn-veuem
U-V =|Vp
Demostracion:

* Propiedad conmutativa:
()
U7 =i |t cos (d, ¥) = |7 |t] cos (v,u) =7 U

Nota. Otra forma de demostrar las propiedades del producto punto es me-
diante las graficas correspondientes:

Producto por un escalar

La definicion producto por un escalar a.u produce otro vector; es como mo-
dificar el extremo final del vector u, siempre visualmente.

Por un lado, la representacion del producto en el caso de que el cuerpo de los
escalares sea K=R modifica visualmente la longitud de la imagen del vector, y am-
bos quedan siempre superpuestos. Por otro lado, las representaciones en el caso
de que K=C, ademas de modificar la longitud, también agrega rotaciones. Para
facilitarlas visualmente considérense centradas en el origen del vector, siendo es-
tas modificaciones un poco mas expresivas, visualmente, pero no mas faciles de
presentarse.

Figura 3.19. Escalar por un vector

Fuente: Significados.com/vector/

a. Decir que a(bu) = (ab)u, es exigir que los productos encadenados a(b(u))
pueden simplificarse como uno, c=ab; luego (ab)u queda como cu.
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b. Hay que decir que existe el escalar I tal que Iu=u, equivale a decir exista
un escalar incapaz de efectuar, mediante producto, modificacion alguna a todos

los vectores.
Figura 3.20. Vector unitario

Iu .»" *

Fuente: Significados.com/vector/
Decir que a(u+v)=au+av es exigir la propiedad distributiva respecto la suma

vectorial.
Figura 3.21. Propiedad distributiva

Fuente: Significados.com/vector/
c. Decir que (a+b)u=au+bu es exigir la propiedad distributiva respecto la

suma escalar.
Figura 3.22. Propiedad distributiva de la suma

Fuente: Significados.com/vector/
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3.5.1. Norma y distancia de un vector

Distancia
Sean los vectores U, V € R*; donde:

U= (up, U U3, ..., Un) y V= (V1, V2, V3, ..., Vu), se dice que la distancia entre dos
vectores es la siguiente relacion:

- -
d(y - y= J(ul_vl)z + (Up_13)2 + -+ (U 1,)?
Ejemplo 4
a. Dados los siguientes vectores:
U=(1,2,-4,1/2,3,-1)y V=(2,5,1/3,4, 3,2):
Hallar su distancia

Solucién: debemos reemplazar los vectores en la relacion de distancia entre
los vectores:

-3 =3

d(y —y) = J(l ~ 224+ 2527+ (—4—1/372+(1/2 — 42 + 3 —3)2 + (-1 — 2)*"

e

d(U,_V)= 1+9+

169
9

+2+ 0+ 95=2114017; solucién

b. La distancia entre dos vectores d( U —\7)2 4; y los vectores:

U= (k+1, 142k, 2, -3) y V= (k+2, 3, 2k-1, k-4); halle el valor de k para que
su distancia sea igual a 4 y compruebe su resultado.

Solucién: de igual manera, reemplazamos los elementos de los vectores en la
relacion indicada. Se tiene:

- = ™

d(y _V)J=J(k+1—k—2)2+(1 +2k—3P+(2-2k+1)%2+(-3 -k +4)*;

4= J(—l)z + 2k = 2)2 4 (=2k + 3)24+(=k + 1)2:_;;

4=\/1+ 4k2? — 8k + 4 + 4k? — 12k+9 + k2 — 2k + 17
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Elevamos al cuadrado los dos miembros y se tiene la siguiente relacion:
16 =9k?- 22k + 15=16; (1) 9k*- 22k -1=0

Se tiene una ecuacion de segundo grado y se se debe resolver mediante la
férmula conocida:

k = —-b+Vb?-4ac, k = 22+4/(-22)2-4(9)(1), _ 22+484+36 i 11+v/130
- 2a > 2(9) > 18 T

Por ultimo, reemplazamos en la ecuacién 1 y se tiene:

11 + 130 11+ /130
Iy ) - 22 (#“ )-1

_ (121 + 224/130 + 130) 242 + 224130 1

9 9

251 +22+/130 — 242 — 224/130

1=0
9
114130

Por lo tanto, se demuestra que el valor de k=
d(U-V)=4

5 cumple para que la

Norma de un vector

- -
Sea el vector U, € R% donde; U =(uy, uy, Us ,... Uy); se llama norma de un
vector a la siguiente relacion

— - =
151 =@ - o= oy + oz + -+ @™
Ejemplos 5
a. Dado el siguiente vector U=(1,3,-3,%,4,-1) ; halle su ||ﬁ||‘?

Solucién: los elementos del vector U se reemplazan en el vector indicado:

";" = Jﬂ)z +(3)%+ (--3)2+(§)Z + (42 + (_1)2;...52 36 "'?1; =§m

b. La norma de un vector es igual a 3, y el vector U=(-2,k-1,2, 1-k, 1); halle
el valor de k, para verificar que su noema es igual a 3.
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Solucion: reemplazamos en la relacion de la norma y se tiene:

3= \/4 +k2—2k+1+4+1—2k+k2+1-;elevamos al cuadrado ambos
miembros y se tiene:
9=2k2-4k+11; 2k?—4k+2=0; k2-2k+1=0; k=1; reemplazamos en la relacion

*para comprobar la solucion:

3.6. ESPACIOS VECTORIALES

Un espacio vectorial es una estructura matematica que tiene un conjunto de
elementos llamados vectores con dos operaciones llamadas suma de vectores y
multiplicacién de un vector por un escalar que deben cumplir con ciertas pro-
piedades. Formalmente, un espacio vectorial sobre un campo K es un conjunto V
junto con dos operaciones, denotadas como la suma de vectores (u+v) y la multi-
plicacion por un escalar (a-v).

Figura 3.23. Espacios vectoriales

Fuente: GeoGebra

Definicion, axiomas

Los axiomas, en el contexto de los vectores, se refieren a las propiedades fun-
damentales que deben cumplir las operaciones definidas en un espacio vectorial.

Estos axiomas establecen reglas basicas que garantizan que las operaciones de
suma de vectores y multiplicacién por escalares se comporten de manera cohe-
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rente y sigan las propiedades algebraicas esenciales. Aqui estan los axiomas para
un espacio vectorial V sobre un campo K:

Cierre bajo la suma: si u'y v son vectores en V, entonces u + v también es
un vector en V.

Asociatividad de la suma: (u + v)+ w=u+ (v+ w) para todo u, v, w € V.

Existencia de un elemento neutro aditivo: existe un vector 0 en V tal que
u+0=uparatodoueV.

Existencia de inversos aditivos: para cada u € V, existe un vector -uen V
tal que u + (-u)=0.

Cierre bajo la multiplicacion por un escalar: sia es un escalaren ky ves
un vector en V, entonces a*v es un vector en V.

Compatibilidad de la multiplicacidon por escalares con la suma de vec-
tores:a* (u+v)=a*u+axvparatodoaeKyuveV

Compatibilidad de la multiplicacion por escalares con la suma de esca-
lares: (a+b).v=a*v+b+vparatodoa,beKyve V.

Compatibilidad de la multiplicacion por escalares con la multiplica-
cion por escalares: a * (b * v)= (a * b)* vparatodoa,be Kyve V.

Identidad multiplicativa: 1 * v = v para todo v € V, donde 1 es el elemen-
to neutro multiplicativo en F.

Ejemplo 1

Demuestre que el conjunto de todas las matrices de orden 2x2 es un espacio

vectorial.

Solucién: como las matrices son de orden 2x2, representaremos dos matrices

cualesquiera del orden establecido.

A+B=

a=[2 dim=la 2

Aplicamos una de las propiedades del espacio vectorial cierre bajo la
suma. Si uy v son vectores en V, entonces u + v también es un vector en V.

a+al b+bt

ctel d+ dl]; Por tanto, la suma de matrices sigue teniendo orden 2x2
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o+ Alaplicar la otra propiedad cierre bajo la multiplicacion por un escalar, si
a es un escalar en Ky v es un vector en V, entonces o * v es un vector en V.

aa ab
ac ad

sigue siendo de orden 2x2.

oxx A= ]; por tanto cumple la propiedad establecida. Asi, la matriz
Se concluye que la matriz de orden 2x2, es un espacio vectorial.

Nota. Se puede seguir demostrando con las demas propiedades, pero es sufi-
ciente con estas para indicar si un ejemplo es espacio vectorial o no.

Ejemplo 2
Determinar si el conjunto dado es un espacio vectorial:
V =R2:

Solucioén: tenemos que demostrar que la suma de dos vectores siga estando en
R2, lo mismo para el escalar por el vector.

(x1, Y1) € R*y (%2, y2) € R? entonces aplicamos la propiedad de la suma que es
(x5, 71) + (X2, y2) = (X1 + X, Y1+ 72) ER?
ahora multiplicamos el escalar por el vector; « * (x,y) = (xx, xy) € R?

Por lo que concluimos que (R2, +, *); es un espacio vectorial; llgqd.

3.7. SUBESPACIOS VECTORIALES

Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto no vacio de V.

W es un subespacio de V si W es en si mismo un espacio vectorial con las
mismas operaciones (suma de vectores y producto por un escalar) definidas en V.

Formalmente, un subconjunto W de un espacio vectorial V se considera un
subespacio vectorial si cumple con los siguientes tres requisitos:

 Cierre bajo la suma: si u y v son vectores en W, entonces u + v también
pertenece a W.
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« Cierre bajo la multiplicacion por un escalar: si « es un escalar y v es un
vector en W, entonces « * v también pertenece a W.

« Contiene el vector cero: el vector cero (0) debe pertenecer a W.

Estos requisitos garantizan que el conjunto (W) sea cerrado bajo las opera-
ciones vectoriales y forme un espacio vectorial propio. Cabe destacar que (W)
puede tener una dimensién menor o igual que la dimensién de (V), pero siempre
comparte la misma estructura algebraica.

Ejemplo 1

Sea el conjunto W={(x,y) € R?) |y = 0}; es decir, la recta que tiene como ecua-
cioén y=0; es un subespacio vectorial.

Solucién: se deben cumplir las propiedades fundamentales del subespacio
vectorial que son:

El vector 0 € W; pues cumple que (0,0) € W

Para la suma de dos vectores en W, se tiene la ecuacion:

(X1, 0) +( X5, 0) = (X, + X5, 0); cumple con la propiedad de la suma.

Para la multiplicacion de un escalar por un vector de W se tiene:

 (X,y) = (xx, 0);por lo tanto W es subespacio de R*

Ejemplo 2

Sea el conjunto W=W={(x,y) € R?* | |x* - y* |=0}; es un subespacio de R?
Solucién: consideremos la ecuacion descrita ||x* - y? | = 0; se demuestra que
x=y v x=-y; en la propiedad el vector 0 €W; pues cumple que (0,0) eW

Para la propiedad de la suma de dos vectores en W, no se cumple, pues al dar
un par de puntos: (2 A2 -2 A2=0) = (42 2-0>0) € W; por lo tanto, W no es un
subespacio vectorial de R?

Ejemplo 3
Sea el conjunto W={(x,y;z) € R* |x+y+2z=0}; es decir, un plano que pasa por el

origen y por tanto es un espacio vectorial.
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Solucidn: de la ecuacién del plano, podemos despejar la variable x= -y-z; es
decir, los vectores que pertenecen a W son de la forma (-y-z, y, z); con y, z €R; asi
cumple la propiedad (0,0,0) € W.

La suma de dos vectores del plano sigue estando en W, pues:
(-v-zvpz)+(-y'-z,y,2" ) =(-(y+y)-(z+z'),y+y,z+z").
Para la multiplicacion de un escalar a por un plano de W se tiene:
a(-y-zyz)=(-ay-az,ayaz) €W

Por lo tanto, se cumple que W es u subespacio de R* llqqd.

3.8. EJERCICIOS

1. Dados los siguientes vectores

U=(1,-2,3,5,6,%, 1,-2); V=(1,3, -1, -1,6,2,1,2); W= (0,2, -3, 5,6,

-5,1,-3)
Encontrar:
a2U-V+W

b. % W-2V+3U
2. Dados los siguientes vectores

ﬁ=(2x+5y, 3x + 4)
verificar si los vectore
sos establecidos.

= (-3x + 2, y + 2), halle los valores de x, y, para
= V. Compruebe su resultado con los cuatro pa-

@

3. Dados los siguientes vectores

U= (-2x+ 4y,2+2y-2,-3x+4)y V=(-22,3x+2,1/22 - y), halle los va-
lores de x, y, z, para verificar si los vectores u = v. Compruebe su resultado.

4. Dados los siguientes vectores

U= (3k-1,1,5-k) y V= (-3, 1/2k, -1), halle el valor de K para indicar si
los vectores son perpendiculares, compruebe su resultado.
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. Dados los siguientes vectores

U= (3k-1,k-1,5-k) y V = (-3, 1/2k, -1 + k), halle el valor de K para indi-
car si los vectores son perpendiculares. Compruebe su resultado.

. Dados los siguientes vectores

U= (-2, 1/2k -1, 5-k) y V = (1, 2k, ~1+k), y la d (U-V) = 4, halle el valor
de k y compruebe su resultado

. Dado el siguiente vector.

U= (-2,1/2k, 2,-1,-k), ysu || U || = 3; halle el valor de K'y compruebe su
resultado.

. Demuestre las siguientes propiedades:

a. u+(v+w) = (u+v) +w; donde u, v w € R U = (u, Uz ..., Un); V = (V1, v,
v Vo) W=(Wi, Wa ..., Wn)

b.u-(v-w)=(u-v) -w;dondeu,v,weR"

. Sea el conjunto R® = {(x, X2, x3) | xi € R, i=1,2,3}; demuestre que R® es un
espacio vectorial.

10. Sea el conjunto F = {(x,y) | x>0; y>0; x,y € R}; indique si es un espacio

vectorial.

11. Dado el siguiente conjunto W= {A € R, |[A=A"}, donde la matriz A es

simétrica, indicar si el conjunto W es un subespacio vectorial.

12. Dado el siguiente conjunto W= {(x,y) € R?| x y = 0}, indique si el conjun-

to W es un subespacio vectorial.
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CAPITULO IV
4. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

4.1. COMBINACION LINEAL

La combinacion lineal es un concepto fundamental en el ambito de la mate-
matica y la geometria que se utiliza para describir cdémo se pueden crear nuevas
cantidades o vectores a partir de una combinacién ponderada de otros vectores.
En otras palabras, es una forma de mezclar o sumar diferentes cantidades de cier-
tos elementos para obtener un nuevo resultado (Rosas, 2017).

Si se tienen dos vectores en un espacio tridimensional —A y B—, cada uno
de estos vectores tiene una direccién y una magnitud particular. Ahora, pue-
des crear una combinacidn lineal de estos vectores al multiplicarlos por ciertos
coeficientes (niimeros) y luego sumarlos. La siguiente relacion nos indica una
combinacion lineal.

Combinacion lineal = coeficientel * A + coeficiente2 * B
Combinaciones lineales y conjunto generador
Combinacion lineal

Una combinacién lineal permite representar un vector en términos de otros
vectores.

Consideremos un conjunto de vectores {vi, v, ..., Va} y sus respectivos escala-
res cl, c2, ..., cn pertenecientes a algun campo numérico K. Entonces, una combi-
nacion lineal de estos vectores se puede expresar de la siguiente manera:

V=C*Vi+C*Va+ ... +Cah¥ Vy

En esta expresion, los coeficientes c1, c2, ..., cn representan las ponderaciones
de cada vector en la combinacion lineal, y v es el vector resultante. Las combina-
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ciones lineales son fundamentales para comprender los vectores en un espacio
vectorial.

El concepto de combinacion lineal se puede entender de mejor manera al
representar en forma grafica en el plano cartesiano los dos vectores.

Figura 4.1 Combinacién lineal

Fuente. GeoGebra

Como se observa en la grafica, el vector W se obtiene a través de una opera-
cién de los vectores U y V; por tanto, el vector W es una combinacion lineal de
los otros vectores.

Ejemplos 1
a. El vector (12, 8, 2) en R® es una combinacion lineal de los vectores:
(0,2,-1)y (3, 1, 1) puesto que:
(12,8,2)=2(0,2,-1)+4 (3,1, 1)
b. El vector v del conjunto de matrices 2x2 dado por:
v=[7 il
Es combinacidn lineal de los vectores:

n=lp Sy =l 3y
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Dado que, al realizar la operacion entre vectores que contienen matrices de
orden 2x2, cumple con el ejemplo propuesto.

e e R P T i
3 -6 0—471[-3 —4
6 —4 —3—2H2 -5

Ejemplo de aplicacion de las combinaciones lineales

El proceso de mezclar colores para obtener un color diferente es un ejemplo
de combinacion lineal. Por ejemplo, si mezclas pintura roja (R), pintura verde (G)
y pintura azul (B) en ciertas proporciones, puedes obtener colores como el amari-
llo, el morado o el naranja. Cada color primario se representa mediante un vector
(R, G, B) en un espacio tridimensional de colores, y al combinarlos linealmente
con coeficientes apropiados, se obtiene el color deseado.

Ejemplo de combinacién lineal:
Vectores en R”

Sean, a, B, y y € R tal que:

2 2 2 s
a|—-3)+p(-3)+y[—3) s una combinacion lineal
1 1 1

Por ejemplo, para obtener el color morado, podrias usar una combinacion li-
neal de los vectores (0, 1, 0) (verde) y (1, 0, 1) (rojo), asignando diferentes ponde-
raciones a cada vector; es decir, al realizar la operacion correspondiente, nos dice
tal aseveracion, donde 0.5 es equivalente, tanto para el color verde como el rojo.

0.5 * (0,1,0)+ 0.5 * (1,0,1)= (0.5,0.5,0.5)

El resultado es el vector (0.5, 0.5, 0.5), que representa el color morado en el
modelo RGB.
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4.2. INDEPENDENCIA LINEAL

Anteriormente conocimos la relacién para representar una combinacion li-
neal. Por tanto, la siguiente representacion nos indica, la dependencia e indepen-
dencia de vectores:

CGQVitCGVa+CGVi+...+Chva=0
Donde ¢y, ¢2, G5 ... Cn, son escalares y vy, vz, vs ... v, €s un conjunto de vectores.
Ejemplo 2

Dados los siguientes vectores:
1 1
vy = 2], v, = 4
7 20

Indicar si los vectores son linealmente independientes.

Solucién: tenemos que calcular un tercer vector v; tal que vs = 3v; — v,

3 1 2
21 20 1
De acuerdo con el resultado, se deduce que el vector buscado es:

-

Sobre la base de lo anterior, se puede concluir que estos tres vectores cumplen
con la siguiente relacion: 3v; + v, — v3 = 0. Por lo cual se concluye que v; es com-

Desarrollemos:

binacién lineal de v y v2. En estos casos, decimos que los vectores vi, v2 y vs son
linealmente dependientes.

Ejemplo 3
Sean los vectores:
4 5
o (e
7 9
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Hallar un escalar c tal que: cv; = v,

Desarrollemos:
4c 5
ecvy =v =2 | c |=|1)=24c =5c=1y7c=9
7c 9

Estas tres ecuaciones son imposibles de satisfacer simultdneamente para al-
gun c diferente de cero, por lo cual no existe tal escalar c. En este caso, decimos
que los vectores v, y v2 son linealmente independientes, ya que es imposible con-
seguir un escalar c tal que (cv), — v2 = 0; en otras palabras, vi no es combinacion
lineal de va.

Daremos las definiciones de dependencia e independencia lineal
Definicion 1

El conjunto de vectores vi, V2, 3,...,v, es linealmente dependiente si existen
escalares ci, ¢, Cs,...,Cn O todos ceros tal que:

ViCi+VaCG+ Vit ...+ VpcCh=0
Definicion 2

El conjunto de vectores v_1,v_2,v_3,...,v_n es linealmente independiente si
se cumple la siguiente igualdad:

v 1lc l+v_2c2+v_3c3+...+v.ncn=0
Entonces, cada ci debe ser igual a cero para toda i en el intervalo:
1<i<n

En los ejemplos anteriores, particularmente el primero nos da la siguiente
relacion entre los tres vectores:

3vi—-Vva=V;
Entonces:
3vi-v2-v3=0; donde:c; =3, c;=-1ycs=-1

De modo que, cémo no todos los ci son ceros, entonces los vectores v, v, y vs
son linealmente dependientes. En el segundo ejemplo la tnica manera de que
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c1 Vi + vz =0 se cumpla, es que ¢; = ¢; = 0. En este caso estamos ante dos vecto-
res linealmente independiente.

Ejemplo 4

Dados los siguientes vectores, indicar si son linealmente dependientes o in-
dependientes.

Solucidn: se tiene que encontrar el escalar a de los vectores.

)G H)

Ahora debemos encontrar los escalares ci, ¢, y ¢; no todos nulos tales que:
a(123)+c(2-14)+c (3, a,4)=(0,0,0)
Al aplicar operaciones con vectores, nos resulta la siguiente igualdad:

c, + 2(:2 + 3¢
2¢; — ac3] I ]
4.

3C1 + C2

Y, al aplicar igualdad de vectores, obtenemos el siguiente sistema de ecuacio-

nes lineales:
ci+ 2c+ 3c3=0
2c, — ¢+ ac; =0
3c1+ 4c; 4c3=0

Se tiene un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, el cual tiene dos po-
sibilidades para su solucidn, la trivial, o, de lo contrario, tiene un niimero infinito
de soluciones.

Llevamos la matriz aumentada del sistema a la forma escalonada:

1 2 30 1 2 3 |0
2 —1 aO _2f1+f2_) 0 —5 —6+a0 _3f1+f3_)
3 4 410 3 4 4 10

1 2 3 |0y 1 Lz 3

0 -5 —6+al0|-cf>|0 1 2o | 2f, + f
5 5

0o -2 -5 1o 0o —2 _x o
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0 0 2055

Al desarrollar por medio del método Gauss-Jordan reducido, se tiene que el
sistema tiene infinitas soluciones.

Si, de la tltima fila, tomamos a c; de forma arbitraria, entonces los valores de
1y ¢z se deduciran del valor que tome cs.

Esto es:

6—«a 6—a
03=C3,Cz=_( 3 )03.3”-'1:_2 [_( 5 )Ca]_303

Y con respecto al valor o los valores de, sera necesario analizar la ecuacion
que se deduce de la tltima fila de la matriz aumentada:

(5% fe=s

Pero ¢; no puede ser cero ya que, si lo fuese, entonces la tnica solucion del
sistema seria la solucion trivial (0, 0, 0). Por lo tanto, la Gnica opcién de que:

[ (557) - ea =0

Ahora, a esta ecuacion, la vamos a resolver para encontrar el valor de o

2(6_“) 5=0
- =

6—a 6—«a
2( z )—5=0 - 2(?)=5—>2(6—a)= 25 512 — 2a=25->a

13

T2

Asi encontramos el valor de o:

Con lo cual damos respuesta al ejemplo, ya que nos pedia encontrar el valor
de a, y los vectores son linealmente independientes.
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4.3. BASE Y DIMENSION, SISTEMAS HOMOGENEOS

Base. Una base en el ambito matematico se refiere a un conjunto de vectores
que son linealmente independientes y tienen la capacidad de generar cualquier
vector dentro de un espacio vectorial.

Dimension. De un espacio vectorial, indica el nimero de vectores de una
base de un espacio vectorial. En el ambito del analisis dimensional, se emplea esta
expresion en fisica para examinar las relaciones entre diversas cantidades fisicas a
través de sus dimensiones fundamentales.

Figura 4.2. Dimension

Fuente. https://www.geogebra.org/m/asb36ypp
Ejemplo 5 de base y dimension

Supongamos que disponemos de un espacio vectorial V y una base B={u,u,},
donde u; = (1,2) yu, = (2,1). Ahora, el objetivo es representar el vector V= (10, 2)
en funcion de esta base.

La expresion del vector V= (10,2) en la base B = {u;, u,} seria:
(10,2) =ar* (1,2) + az ¥ (2,1) = (3.1 + 2a,, 2a; + 3.2)

Se buscan los valores a, y a,, de las ecuaciones siguientes:

{al + 2a, = 10}
2(11 + a, = 2

El sistema de ecuaciones, al ser resuelto, tiene como valores:

ol w0 3V 2-20
= 12 14 G T2 “1-2°
2 1 11
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Asi obtenemos que las coordenadas del vector V en la base B son -2 y 6.

Nota. Este ejemplo demuestra como un vector puede ser representado utili-
zando una base especifica y como la dimension de un espacio vectorial esta vin-
culada al numero de vectores en esa base para ese espacio.

Figura 4.3. Base de un vector

uz/

Fuente. GeoGebra

Sistemas homogéneos

Los sistemas homogéneos representan un concepto esencial en matematicas
y fisica, y hacen referencia a un conjunto de ecuaciones o desigualdades que exhi-
ben propiedades especificas de simetria. En el ambito del algebra lineal, un siste-
ma homogéneo de ecuaciones lineales se caracteriza por tener todas sus constan-
tes de término independiente igualadas a cero. En otras palabras, su objetivo es
encontrar soluciones no triviales que satisfagan todas las ecuaciones al ser iguala-
das a cero. Estos sistemas son de gran relevancia en la teoria de ecuaciones linea-
les y encuentran aplicaciones en diversos campos como la fisica, la ingenieria y la
economia. La nociéon de homogeneidad resulta fundamental para comprender la
estructura y el comportamiento de sistemas complejos, consolidandose como un
tema esencial en el estudio de las ciencias matematicas y fisicas.

K (como los reales o los complejos) se representa de la siguiente forma:

11X + aAq3Xy +a13X3 + -+ ApnXy = 0
a21X1 + azzxz + a23x3 + -+ aznxn =0

. .

Am1X1 + AppXy + ApzXz + o + QX =0
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Teoremas relativos a sistemas homogéneos

Un conjunto de ecuaciones lineales se considera homogéneo cuando todos

sus términos independientes son igualados a cero. Diversos teoremas asociados a
los sistemas homogéneos proporcionan importantes caracteristicas y soluciones.

Teorema de Rouch-Frobenius

Este teorema establece que un sistema homogéneo puede tener una solucién

unica, infinitas soluciones, o ninguna solucion, dependiendo de condiciones es-

pecificas. Por ejemplo, si el rango de la matriz de coeficientes es menor que el

nimero de incognitas, entonces el sistema tiene soluciones infinitas.

Teorema de Rouché Frobenius :;T;L"ng: ﬂiﬁﬁglg:
rg(A)=rg(A+)=n — - Gauss
— Sistema Compatible Determinado (SCD) - Cramer
rg(d) =rgd=) =n Infinitas
— Sistema Compatible Indeterminado {SCI) soluciones - Gauss
rg(A) + rg(A *) — Sistema Incompatible (SI) | No tiene
solucion

Caracteristicas de los sistemas homogéneos

o Los sistemas homogéneos de ecuaciones lineales siempre son compatibles,

garantizando asi la existencia de soluciones. Esto se debe a que el rango de

la matriz de coeficientes y la matriz ampliada con la columna de términos

independientes (todos igualados a cero) siempre son iguales.

 Una condicion necesaria y suficiente para que un sistema homogéneo ten-
ga soluciones no triviales es que el rango de la matriz de coeficientes sea

menor que el nimero de incdgnitas, o expresado de otra manera, que el
determinante de la matriz de coeficientes sea igual a cero.

Numero de soluciones

« Cuando el nimero de ecuaciones es menor que el numero de incégnitas,

el sistema homogéneo tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 6 de sistemas homogéneos

Dado el siguiente sistema homogéneo, encuentre la solucién:

x+y+2z=0

3x—-y—2z=0
—x+2y +z=0

108



Juan Mario Vargas Guambo

Solucion: encontramos primero el determinante del sistema de ecuaciones:

1 1 2]1 1
3 -1 =213 -1
-1 2

-1 2 1
Por lo tanto, su determinante es diferente de cero; asi, el rango de la matriz es:

_-1+2+12 13

=S 3a-3 1B

r = 3, n = 3, numero de ecuaciones.

Entonces solo tenemos la solucién trivial: x =y =z = 0.

4.4. RANGO DE UNA MATRIZ APLICACIONES

El rango de una matriz se define como el numero de filas (o columnas) que
son linealmente independientes. También puede conceptualizarse como el orden
de la mayor submatriz cuadrada que no contiene elementos nulos. Este concepto
desempefia un papel fundamental en algebra lineal y encuentra diversas aplica-
ciones en matematicas y otras disciplinas.

El célculo del rango de una matriz puede realizarse mediante el método de Gauss
o el método de determinantes. En el enfoque de determinantes, se determina el rango
evaluando el determinante de la mayor submatriz cuadrada presente en la matriz. Es
esencial destacar que esta submatriz siempre posee el mismo niimero de filas y colum-
nas, conformando asi una matriz cuadrada necesaria para el calculo del determinante.

Los siguientes ejemplos nos indican de manera general su rango sin realizar
sus calculos.

1 2 3 1 3 2
A=13 5 7|;rg(A)=3; B=(3 8 9|;rg(B)=2
4 6 5 1 2 5

Aplicaciones del rango de una matriz
El rango de una matriz tiene diversas aplicaciones practicas, tales como:

« La determinacion del nimero de soluciones en un sistema de ecuaciones
lineales, segtin lo establece el teorema de Rouch-Frobenius. El sistema tie-
ne al menos una solucidn si el rango de la matriz de coeficientes coincide
con el rango de la matriz aumentada.
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o Laidentificacion de la invertibilidad de una matriz (existencia de inversa) al
verificar si su rango es maximo, es decir, igual al nimero de filas o columnas.

« En teoria de control, el rango de una matriz se utiliza para evaluar la con-
trolabilidad u observabilidad de un sistema lineal.

« En el ambito del algebra lineal, se define el rango de una aplicacion lineal
entre dos espacios vectoriales como la dimensién del conjunto imagen.

4.5. EJERCICIOS DE APLICACION

Ejercicio 1

Indicar cuantas filas o columnas son linealmente independientes en las si-

guientes matrices:
2 1 -1 21 1
0 -1 2|;€C=]0 2 1

Az[; 3‘];822 0 1 0 0 -1

Solucioén 1: de la matriz A, como se puede observar, la segunda fila corres-
ponde a la primera fila multiplicada por 2. Entonces, una fila es la combinacion
lineal de la otra y, por lo tanto, solo una de ellas es linealmente independiente. Asi,
su determinante es cero por una propiedad de determinante. Entonces, su rango
es: rg(A)=1.

Solucioén 2: para la matriz B, podemos observar que la tercera fila es la suma
de la primera y la segunda fila. Las dos primeras son linealmente independientes
entre si; por tanto, la matriz 3x3 se reduce a tener un rango menos de su dimen-
sién, por lo que rg(B)=2.

Solucién 3: en la matriz C, no hay ninguna operacion entre las filas o co-
lumnas, es decir que no es combinacidn lineal; por tanto, rg(C)=3. Esto también
podria determinarse al inicio, puesto que, en toda matriz triangular superior en
cuya diagonal principal no hay ningtin cero, el rango corresponde a la dimension
de la propia matriz. En este caso, n=rg(C)=3.
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Ejercicio 2

Dada la siguiente matriz, hallar el rango de la matriz siguiente obteniendo las
filas linealmente independientes:

1 2 -1 3 -2
21 0 1 1
A=12 4 -2 6 —4
00 0 0 O
54 -1 5 0

Solucién: se indica que, para la matriz correspondiente, se tienen cinco filas,
las mismas que iremos tratando una por una para verificar si son linealmente in-
dependientes asi si denotamos la i-ésima fila como f;. Para esto, las analizaremos
en orden.

o+ Parala fl. Todos los valores son independientes.

« Parala f2, no existe ningiin numero real o un escalar tal que f, = afi; por lo
tanto, las filas son linealmente independiente.

« Enlaf3, setiene que f; = 2f;; por lo tanto, las filas no son linealmente inde-
pendientes.

o En f4,la fila es nula, es decir (todas sus entradas son 0).

« Y, en la {5, se tiene que fs = 2f; + f;; por lo tanto, tampoco es linealmente
independiente con f1 y f2.

Por lo indicado, se tiene que solo tenemos dos filas linealmente independien-
tes, f1 y £2. Asi, al final, el rango de la matriz es rango rg(A) = 2.

Ejercicio 3

Dada la siguiente matriz, calcular por el método de Gauss-Jordan su rango:

2 -1 0 7
A=|1 0 1 3
3 2 77

Solucion: se tiene que recordar que el rango de una matriz es igual a la canti-
dad de filas no nulas obtenidas al finalizar el proceso de Gauss.
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La matriz tiene tres filas correspondientes. El objetivo es tratar de que alguna

fila tenga ceros correspondientes para reducir el nimero de rango. A la f,, le res-
tamos ¥ de f, y se tiene:

1
o= zh
2 -1 0 7
0 1 1 1
2 2
3 2 7 7
A la f;, le restamos -3/2 de f, y se tiene:
3
fs—3h
2 -1 0 7
0 ! 1 !
2 2
o I 7 2
2 2

Ahora, ala f;, le restamos —1/7 de f; y se tiene:

1
fz‘;fs
2 -1 0 7
0 0 0 O
7 -7
0 3 7 3

Hemos encontrado, con las operaciones indicadas a f,, obtener ceros. Por lo
tanto, la matriz resultante tiene rg(A) =2

2 -1 0 7
0O 0 0 0
(A

2 2
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CAPITULO V
5. TRANSFORMACIONES LINEALES

5.1. DEFINICION DE TRANSFORMACION LINEAL

Cuando hablamos de transformaciones lineales, se introduce el concepto de
funcion lineal, la cual es una regla de asignacion que opera entre dos espacios vec-
toriales, asi denotados como (V) y (W). Una transformacion lineal (T: V> W) im-
plica que tanto el dominio (V) como el codominio (W) son espacios vectoriales. Sin
embargo, no toda funcién que transforma vectores de (V) en vectores de (W) cum-
ple con los requisitos para ser considerada lineal. Para que una funcion sea clasifi-
cada como transformacion lineal, debe cumplir con ciertas condiciones especificas,
siendo (V) el dominio y (W) el codominio de dicha transformacién. Por lo tanto,
diremos que, una transformacion lineal es una funcién que, al aplicarse, realiza una
asignacion lineal de vectores desde el espacio vectorial (V) al espacio vectorial (W).

Figura 5.1. Transformacion lineal

* W

Dominlo Codominio

F: V> W es una transformacion lineal si y solo si cumple con las dos condi-
ciones:

e F(utv) =F(u) + F(v) Vu,vevV

e Fkv)=k-F(v) VeV, VkeR

113



Introduccioén al algebra lineal

Ejemplo 1
Sea la transformacion lineal:
T:R*> R’ , t(u) =u x wo

Solucidn: se considera wo un vector fijo y u un vector cualquiera de R’. Vea-
mos que la siguiente relacién es una transformacion lineal.

Condicion 1: debe cumplir que T(u+v) = T(u) + T(v) Vu,veV

Para que cumpla la condicidn, usaremos la propiedad distributiva del pro-
ducto vectorial respecto de la suma de vectores:

u, U € R3S, T(up + wz) = (Ug + u2) X Wo=u; X Wo + Uua X wo = T(uy) + T(u)
Condicion 2: debe cumplir que T(k*u) = kxT(u) Vue V,Vke R
Para ver que se cumple esta condicion, podemos extraer el escalar:

T(k#xu) = (ku) x wo = k*(u x wo) = kxT(u); llqqd

5.2. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS TRANSFORMACIONES
LINEALES

El teorema, también conocido como el «Teorema de existencia y unicidad de
una transformacion lineal», indica lo siguiente: dados los espacios vectoriales (V)
y (W), con (B = {vi, Vs, ...,Va}) como una base para (V) y (w1, wa, ..., W) como
vectores arbitrarios (ya sean iguales o distintos) en (W), existe una tnica transfor-
macion lineal que satisface:

T(1) =wy
T(on) = W
Ejemplo 2

Sean V = R*y W = R’ se considera la base B = {(1,0), (1,1)}, y sean w, = w, =
(0,1,0), aplicando el teorema, existe una unica transformacion lineal T: R* > R’
que verifica:
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T (1, 0) = (0,1,0)
T (1,1) = (0, 1, 0)

Para demostrar, tomamos un vector genérico de R* y lo escribimos como
combinacidn lineal de la bas; o sea, buscamos sus coordenadas respecto de B:

(%) = a(1,0) + B(1,1) - {"::;5 - (552

Los escalares o, f son las coordenadas del vector (x, y) en la base B: Se indica
(XY
s =(" 5, 7)

que la relacion [(x, y)]B significa las coordenadas del vector (x, y) en la base.
(x,y) = a(1,0) + B(1,1)
Ahora se aplica la transformacion lineal a ambos miembros:

= T(xy)=T@@L0)+B(11))

Por las propiedades de las transformaciones lineales, reemplazamos a'y §, de
la siguiente manera:

T(x,y) = (x—y).(0,11) +¥(0,1,0)
T(xy) = (0,x—y,0)+(0,,0)
T((x,¥) = (0,x,0)

Por lo tanto, hemos obtenido la formula de la transformacion lineal que cum-
ple con las condiciones indicadas

5.3. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Las siguientes propiedades de transformacion lineal son siempre verdaderas.

Propiedad 1. La imagen del vector nulo del dominio Oy es el vector nulo del
codominio Ow:

T(0v) = Ow
Demostracion
TOy)=T(O0*v)=0*T(v)=0* w=0w
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En el momento en que representamos la relaciéon Ov como el resultado de
multiplicar el escalar 0 por cualquier vector perteneciente al espacio vectorial V,
estamos haciendo uso de la segunda condicién requerida para que una transfor-
macion sea considerada lineal. Posteriormente, reiteramos el empleo de la pro-
piedad de los espacios vectoriales al aplicar el producto del escalar 0 a cualquier
vector.

Propiedad 2. La imagen del vector —v es igual al opuesto de la imagen de v
T(-v) = -T(v)
Demostracion
T(-v) =T(-1'v) =-1-T(v) = -T(v)

Cuando tenemos la expresion T(-v), estamos aplicando la transformacion
lineal T a la negacion del vector v. En este contexto, también podemos expresar
—v como -1 multiplicado por v. Al utilizar la propiedad de homogeneidad de la
transformacion lineal, podemos factorizar el escalar -1 fuera de la transforma-
cioén, obteniendo -1 - T(v). Finalmente, al aplicar la propiedad de aditivita de
la transformacion lineal, llegamos a la conclusién de que T(-v) es equivalente a
—-T(v). Por lo tanto, la expresion T(-v) = —T(v) se deriva al combinar la aplicacién
de la transformacion lineal a la negacion del vector y utilizar propiedades alge-
braicas como la homogeneidad y aditivita.

Propiedad 3. Consideremos r vectores del espacio vectorial V
Vi, V2, .., Vi EV
Tomemos una combinacion lineal en el dominio:
AlVi+ 0 Va+ o Vs+ e + 0 Ve
Donde o; € R.

Si aplicamos la transformacion lineal F de V a W, teniendo en cuenta las pro-
piedades enunciadas en la definicion, resulta:

Flou vi+ 0 Vo + 0 V3 + «=+ + o V) = oy F(v1) + 0 B(v2) + «-+ + o F(vy)

Es decir que una transformacion lineal «transporta» combinaciones lineales
de V a W, conservando los escalares de la combinacién lineal.

116



Juan Mario Vargas Guambo

Isomorfismo

Definicién. Decimos que una transformacion lineal T: V>W es un isomor-
fismo si T es inyectiva y sobreyectiva. Esto es equivalente a decir que T es una
transformacion lineal invertible.

Ejemplo 3
Dada la siguiente transformacion lineal T:Muyn > Muu, dada por
T(A)=A - AT, indicar si es un isomorfismo, con A una matriz cuadrada.

Solucion: notemos que nucleo (T)={T(A)=0}={A-A"=0}={AT=A}#{O}. Por
tanto, T no es inyectiva y asi T no es un isomorfismo.

Ejemplo 4
Sea T:R* 5P, la transformacion lineal dada por:
T [abc]=(atb) + (a-b+c)x + (cx)% Determinar si T es un isomorfismo.

Solucién: para empezar, veamos si T es inyectiva; para esto, vamos a cal-
cular el nucleo de T. Notemos que T [a b ¢ ]=0; por definicidn, si y solamen-
te si (a+b) + (a-b+c)x + (cx)’= 0. Igualando términos semejantes obtenemos:
atb=0,a-b+c=0yc=0. Al resolver el sistema de ecuaciones obtenemos que:
a=0, b=0 y c=0. Esto demuestra que el ntcleo de T solamente contiene al vector
nulo y esto implica que nulidad (T)=0 por lo tanto T es una transformacion
lineal inyectiva.

Luego, del Teorema del Rango, obtenemos que:
3=dim (R’) = nulidad(T) + rango(T) = rango(T). Por lo tanto:

rango(T) = 3 = dim (P, ). Esto demuestra que T también es sobreyectiva y por
lo tanto T es un isomorfismo. llqqd.

5.4. REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION
LINEAL

Las transformaciones lineales son una parte fundamental de las matematicas
y la fisica. Son utilizadas para describir cémo una funcién lineal transforma un
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conjunto de vectores en otro conjunto de vectores. Una de las formas mas comu-
nes de representar una transformacion lineal es a través de una matriz.

Una transformacion lineal puede ser representada por una matriz cuadrada,
donde cada columna representa la imagen de un vector de la base de partida. Por
ejemplo, si tenemos una transformacion lineal que lleva un vector de dos dimen-
siones a otro vector de tres dimensiones, la matriz de representacion tendra tres
columnas.

La representacion matricial de una transformacion lineal tiene varias venta-
jas. Una de ellas es que permite realizar operaciones algebraicas con las matrices,
como la multiplicacién de matrices. Ademas, las matrices facilitan el calculo de
la composicion de transformaciones lineales, debido a que se puede simplemente
multiplicar las matrices correspondientes.

Para entender mejor como se representa una transformacion lineal mediante
una matriz, consideremos el siguiente ejemplo. Supongamos que tenemos una
transformacion lineal que rota un vector en el plano en sentido antihorario. Para
representar esta transformacion lineal en forma matricial, necesitamos encontrar
las imagenes de los vectores de la base de partida bajo la transformacion.

En el caso de la rotacion antihoraria en el plano, los vectores de la base de
partida son el vector unitario i y el vector unitario j. La imagen de i bajo la trans-
formacion es el vector (-j), y la imagen de j es i. Por lo tanto, la matriz de repre-
sentacion de esta transformacion lineal sera:

Esta matriz representa la transformacion lineal de rotacion antihoraria en el
plano.

x =Y
SeaT:R? - R® dadapor:T(x) = (3x+4-y)
Y 2x — 4y

Ejemplo 5

Dada la siguiente transformacion, indique si es una lineal.

X =Yy
SeaT:R* - R3 dadapor:T(x) = (3x+4y)
Y 2x — 4y
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Tomamos dos vectores cualesquiera, es decir:
X X
() Ga) €%
yi/7 \y2
Luego tenemos la transformacion lineal que es.

(x1 + XZ) - (’V1 + yZ)
r[(*1 *2 =Tx1+x2=3( ) 6% ) |=
[(}ﬁ) * (J’z)] (}’1 + 3’2) 2(2 12) t 4(;1_:.3;2)

X1+ x; —Y1— Y2 X1—X X2 — Y2
(3x1+3x2+ v+, )=(3x1+y1)+(3x2+y2)

2xy + 2x, — 4y, — 4y, 2xy — 4y, 2x, — 4y,

T(;i) +T (;2)’ cumple la primera propiedad

Ahora, para la segunda propiedad, se tiene:

X x X xx—ey
Q) - (e sk

xX—y x
o | 3x+y | oT(] )ligqd
2x—4y ’

Ahora, si vamos a calcular la representacion matricial de:

Sea T:R? - R® dada por

2x — 4y

Tenemos la base canonica para R? que es (1,0); (0,1). Ahora representamos:

-(o-()

Por lo tanto, la representacion matricial viene a ser lo siguiente:
1 -1
AT =13 1
2 —4
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Se dice que la imagen de una matriz es igual al espacio generado por las co-
lumnas, es decir los vectores son linealmente independientes, no dependen el uno

o=

Asi, el rango es igual a 2 por la siguiente relacion:

del otro...

v(T) + p(T) = 2;como v(T) = 0 por ser la nulidad se tiene:

nulidad (T) = {(8)}

Puesto que la transformacién va de R* en R?, cumple la transformacion.

5.5. VALORES Y VECTORES PROPIOS, MATRIZ DIAGONALIZABLE

Los conceptos basicos estudiados en este tema son utiles en todas las areas de
las matematicas puras y aplicadas, y aparecen en contextos mucho mas generales
que los que consideramos aqui.

Una de las principales aplicaciones de la teoria espectral son los sistemas di-
namicos discretos (ejemplo introductorio), pero también pueden utilizarse los
valores propios para estudiar ecuaciones diferenciales y sistemas dinamicos con-
tinuos. Ademas proporcionan informacion critica en el disefio de ingenieria y se
presentan naturalmente en campos como la fisica y la quimica.

o Un escalar A se llama valor propio de A si existe una solucion no trivial x=0
de Axx = M*x ; una de esas soluciones no triviales X se denomina vector
propio de A asociado al valor propio A.

« El conjunto de todos los valores propios de una matriz cuadrada A se de-
nomina espectro de A y se denota (A).

Cierta informacién util de los valores propios de una matriz cuadrada A se
encuentra codificada en una ecuacion escalar llamada ecuacion caracteristica de
A. Este hecho nos va a permitir enunciar un resultado de gran importancia prac-
tica para el calculo de los valores propios de una matriz cuadrada.
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A-{xt =2 {x}=(A-A- D) - {x} = {0}(%)

Para que A sea valor propio de la matriz cuadrada A, el sistema homogéneo
(*) ha de tener soluciones no triviales. Luego, el determinante de la matriz cua-
drada A-A I ha de ser cero.

Polinomio caracteristico de A:
det det (A = Acdot I) =0

Los valores propios de una matriz cuadrada son las raices de su polinomio
caracteristico:

p(A)=det (A-A - I)

Ejercicios resueltos

1. Determinar cuales de las siguientes aplicaciones son lineales.
(i) £ R* > R* definida por f ((x, ¥, 2)) = (x - y, y + 22).

(ii) f: R* > R* definida por f ((x, y, 2)) = (x - y, y + 22).

Solucidn: (i) Es lineal puesto que, V (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) € R’ y para todo
o, B € R, se cumple

(o (x1, Y1, 21) + P (X2, V2, 22) = £ ((0x1 + Px2, ayr + Py2, azy + Pz2)) =
= (ax1 + Pxo— ay1 - Py, oy + Py2 + 20z, + 2P22) =
= (ox; — oy, ayr + 20z1) + (Bxz2 - Pyz Pyz + 2Pz2) =
=0 (Xi-VLY1+22) + P (X2 - V2 V2 + 222) =
= of (%1, y1, 1)) + Pf (%25 ¥2, 22)).

(ii) No es lineal puesto que:

£((0,1,0) +(0,2,0)) =£((0,3,0)) =(-9,3) # (-1, 1) + (-4, 2) =£((0, 1, 0))
+£((0, 2, 0)).
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2. Dado la siguiente matriz, calcular el ntcleo y la imagen de la aplicacion lineal

f: R* > P,(x) cuya matriz asociada (empleando notacién por filas) respecto de
la base canonica de R* y {1, x, X2} es

1 0 -l
3 -4 1
-1 0 -1
9 -2 -2

Solucioén: si empleamos la expresion matricial de f, sabemos que

1 0 -1
2 -4 1 !
=1 o =115
2 -2 -2) \F

Setiene: (a+2b—-c+2d) + (-4b-2d)x+(-a+b—-c—2d) xA2.

f((a,b,c,d))=(abcd)

Entonces,

kerf={(a, b, ¢, d) € R*|f ((a, b, ¢, d)) = 0}
={(a,b,c,d)eR*|(a+2b-c+2d)+ (-4b-2d)x+ (-a+b-c-2d)x*=0}
={(a,b,c,d)eR*|a+2b—-c+2d

=—4b-2d=-a+b-c-2d=0}

={(7/2b,b,3/2b, -2b) |b € R}

5.6. EJERCICIOS

1. Indique sila transformacién T: R* >R* definida por:
T[xy]=[x+y x ] Es lineal.
2. Demuestre que la transformacién T: R* >R? es lineal:

T((x,v2))=(x+zy-2z)
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. Eslineal la transformacién f: R> R, definida por f(x) = x + 1

LSV = (1,-1), Vo= (2,-1), Vs = (-3,2) y Wi = (1,0), W= (0,-1), Ws= (1,1).
Existe una transformacion lineal T: R*—> R, tal que T (vi) = Wiparai=1,2,3

. Sea T: R? —> R?, transformacion lineal, tal que:

T (1,1,1) = (1,0,2); T (1,0,1) = (0,1,1); T (0,1,1) = (1,0,1)
Encontrar T (x, y, z)

. Sea T la siguiente transformacion lineal:

T:R*=> R T ((x,y)) = (x + 2y, x-y, y)

;Existira una matriz A que multiplicada por (x, y) de por resultado
(x+2y, x-y, y)?

. Ahora consideremos la siguiente transformacion lineal:

F:R*->R? | F ((x, 5, X)) = (x+22, -y)

. Decir si las siguientes aplicaciones son o no transformaciones lineales.
af(xy)=x+y

b. f (x) = (0,x)

c.f(x)=2x

df(xy)=x*+2y
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CONCLUSIONES

En el primer capitulo, se determind la matriz superior, inferior y diagonal, el deter-
minante de una matriz, las técnicas para encontrar su solucién en un determinante, sus
aplicaciones. Lo mas importante de este capitulo fue encontrar una metodologia para
hallar la solucidén correcta de matrices y determinantes, porque permite verificar si la
solucién encontrada cumple con lo requerido.

Es importante indicar que los pasos para encontrar la solucién deben realizarse de
manera correcta, puesto que una operaciéon mal realizada no llegara a cumplir con el
objetivo deseado.

Para el segundo capitulo del libro, se encontré la matriz inversa y los sistemas de
ecuaciones, tomando en cuenta que se necesit6 del conocimiento basico del primer
capitulo. Para encontrar la inversa de una matriz, se aplicaron técnicas diferentes, asi
como para hallar la solucién de un sistema de ecuaciones.

Lo més importante de encontrar la inversa de una matriz es que se puede comprobar
la solucién aplicando la relacién descrita de A-A-1=1, y asi se encuentra una metodolo-
gia correcta. De igual manera, para el sistema de ecuaciones, se aplicaron cuatro técnicas
diferentes, llegando a concluir que, al aplicar cualquiera, la solucién serd la misma.

Se aplico el programa Derive 6.0 para hallar la inversa de una matriz y la solucién
del sistema de ecuaciones, el cual permitié optimizar tiempo y fue de gran ayuda en la
resolucion de estos temas.

El tercer capitulo, mostrd cuan importante es tratar los vectores en Rn y el espacio
vectorial, a partir de la definicidn de vector, sus propiedades de la suma, del produc-
to punto; de los vectores perpendiculares, distancia y norma de un vector, para luego
entender el espacio y subespacio vectorial.

Fue de mucha ayuda, en este capitulo, conocer las propiedades de la suma de
vectores, del producto, para resolver ejercicios, tanto de espacios y subespacios vecto-
riales, asi como de la aplicacién correspondiente.
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Para el cuarto capitulo, se introdujo la combinacién lineal, luego la dependencia
e independencia lineal respecto a los ejemplos desarrollados, utilizando los vectores
conocidos en los capitulos anteriores.

Se conoci6 también la base y dimension de un vector, para luego encontrar el ran-
go de una matriz que es muy importante en este tema. Las aplicaciones fueron esencia-
les, puesto que es fundamental en el perfil profesional del futuro ingeniero en software.

En el quinto y tltimo capitulo, se desarrollaron ejercicios, buscando la solucién
correspondiente para que cumpla si es una transformacion lineal o no, a partir de dos
propiedades fundamentes, indicando que, si no cumple con alguna propiedad, el ejem-
plo no es una transformacion lineal.

Aprendimos a representar una matriz de una transformacion lineal, para concluir
realizando ejercicios de valores y vectores propios. De esta manera, se complet el
trabajo propuesto del libro Introduccion al dlgebra lineal.
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ANEXOS

Archivo: Ejemplo mtrices Fecha: 8/5/2024 Hora: 12:11:38

NOOW

#1:

NORER

2
4
3

#2: -2 4

\¥] N||" W

| -3 3

3 -2

1
#3: -2 4 1
0o 3 2

Dada las siguientes matrices #1; #2; #3; encontrar:
Encortrar:

a- 242 - 1381 +4%3
b.- #1242 #1
C- #1.(H243) = (41 42) 43

Sohcion:

129



Introduccioén al algebra lineal

Archivo: E%mplo macrices Fecha: B8/5/2024 Hora: 12:11:3
Z 4 6
#6: -4 8 1
-6 6 4
3 &3
1
#7: - — 2 4 1
3
-2 3 2
3

(]
'
"

2 1
1
#38: SOLVE| = —-
3
-2 3 2

2 1
-1 B —
3 3
2 4 B
#3: - — e — - —
3 3 3
2 2
— = et
L 3 3
3 -2 1
#10: 4.| -2 4 1
0 3 2
3 -2 1
#11: SOLVE|4.] -2 4 1
1] 3 2
12 -8 4
#12- -8 16 4
0D 12 B
Rgim: 2
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Archivo: EXmplo mcrices

2 4 6
#13: -4 8 1 +*
-6 6 4
14 e
3 3
68 14
3 3
34
17 —
3
[ 3
#14: 2
| -2
[ 3
#15: 2
| -2
1
#16: -2
-3

|
et
lNl“ WIN

3

Facha: BSS /2024

Wlll WlN

|
™
|

I
I|\||~ WIP" Wll"

NNlF‘WNNlI"W

"
NoW

-2

i 19
2 X
27
4 1 | = i — 3
2
3 2
=2 id

12 -8 4

-8 16 4 | =

0 12 8
-4 17 12
-8 23 10
1
14 14 - —
2
-4 17 12
- 23 10
i
w18 AW
2

Hora: 12:11:38

13

Al multiplicar Jas matrices #1.42 y Tuega Tas matrices +2.+1 las valores na
san las mismas, entances la prapiedad commutativa en multiplicacian de

matrices na se cumple

Pagim: 3
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Archive:

#17:

#13:

#19:

#20:

>
-

I 2

1
-2 4 —

2
-3 3 2
i 2
SOLVE -2 4

-3 3

EXxnplio mtrices

i

1

2

2

Fecha: 8/5/2024

Hora: L2:11:38

-2 1
4 1
3 2
3 -2 1
-] -2 41
0 3 2
-1 15 9
43
-14 — 3
2
-15 M 4
15 9
43
2
15 9
43
-14 — 3
2
-15 24 4
-46 112 37
-73 140 34
165
-70 -1
2

La epresion #22, mos india 1a operacidn de %] (=£2.53)

PAgim: 4
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Archivo: EXmplo mcrices Fecha: B/5 /2024 Hora: 12:11:3
L 2 3
3 2 1
1
#23: 2 4% 1 - -2 4 —
2
-2 3 2
-3 3 2
1 2 3
3 2 1
1
#24: S0OU 2 4 1 - -2 4 —
2
-2 3 2
-3 3 2
-4 17 12
-9 23 10
€25:
1
-14 14 - —
2
-4 17 12
3 -2 1
-g 23 10
26 =] -2 4 1
1
=14 14 - — 0 3 2
2
-4 17 12
3 -2 1
-g 23 10
#27: SOLU -| -2 4 1
L
-14 14 - — 0o 3 2
2
-46 112 37
-73 140 34
#25:
165
=70 -1
2
3 21
29: DET 2 41 |=17
-2 3 2
Pagim: 5
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Archivo: Exmplo mrrices

1
5
#30:
5
-3
#31:
#32:

#33: SOLVE([2x + y = 1, 3ux -

#34: SOLVE(SOLVE([2x + y =1,

E

#36: SOLVE([x + y=5 —4%x +

|

€35:

€37:

3
5
0
DET
1 2 3
1
=D W —
2
-3 3 2

Fecha: B/5 /2024

1 5 1 -4
-] ] 4 3
= 900
5 -5 -5 5
-3 4 2 0
[ 13 10 2 ]
1 B 59 B
5 22 13
2] 59 2]
12 18 16
| B 59 59 )
S.y = 6], [x, y1)
3ex - 5.y = 6], [x, y1), x)
11 g
= AY = - —
13 13

S.y = 21, [x, y1)

23 22
= Av=—-]
g g9

Rgim: 6

Hora: 12:11:3
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Esta obra denominada Introduccion al dlgebra lineal, se determina que el al-
gebra lineal que se conoce como una de las ramas fundamentales de las
matematicas, tiene como rol principal el tratamiento de matrices, determi-
nantes, sistema de ecuaciones, espacios vectoriales, combinaciones y trans-
formaciones lineales, convirtiéndose en una herramienta esencial en las
distintas areas de conocimiento, como la fisica, computacion, arquitectura e
ingenieria, y Ultimamente en la rama de la inteligencia artificial.

Esta obra esta disefiada exclusivamente para lectores, estudiantes de todas
las universidades que tienen el area basica de formacion, asi como para
docentes de los primeros niveles del sistema universitario del pais.
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